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Цель этой заметки — получить асимптотику решения задачи Коши

—+ ih-—,t, (mod/У). (1)

ф|(=о=А0ф0;
здесь Ко — канонический оператор на правильном s-аналитическом лаг­
ранжевом многообразии [Мо, рМо] с мерой р. (см. ниже), Н — комплексно­
значный гамильтониан, 1ш1/>0.

Комплексная теория канонического оператора и ее приложения изуча­
лись в (2~12). В частности, в (8) решается задача Коши для уравнения (1) 
в предположении, что на Мо некоторая форма замкнута. Как заметил 
А. С. Мищенко, это условие не является существенным (см. лемму 1).

1°. Сформулируем основные положения комплексной теории канони­
ческого оператора Маслова (8).

Определение 1. s-Аналитическим называется гладкое мно­
гообразие М, dimRl¥=2ra, вместе с таким атласом {Uh raj, af. U.:j-^Cn, что 
в Ui(\Uj

—= 0 (mod ‘I (M, pM));
dttj

здесь pM (весовая функция) — неотрицательная функция на М, р.Де 
еС“(¥), SI(M, рм) — множество функций, для которых |OV/|
| у | ^s, и все рассмотрения проводятся в некоторой окрестности множест­
ва Q={а^М | рм (а) =0}.

Вводятся понятия s-аналитических функций, вложений, форм и век­
торных полей на М (см. (8)).

Пусть ф=Си®С„— 2га-мерное s-аналитическое гамильтоново (симплек- 
тическое) пространство с координатами (z1,..., z", • ■ ■ , £n) = (z, £), ве­
совой функцией рФ= {| Im z 12+ | Im £ |2} А и структурной формой

dz/\d^=dz1 ДтДД ... +dzn/\dt,n.

Определение 2. (s+1)-Аналитическое вложение i: (М, р„)-> 
*(Ф, p®) лагранжево, если i(dz/\dt)=() (ja\o6.sI(M, рм)).

На (s+1)-аналитическом лагранжевом многообразии существует атлас 
{U/} канонических карт с координатами

(ZS £т)= (z У--12 \ ••■>£»„)> {ii, • ■ •,

{ik+l, in)=I, К\1=-ф, 7UZ={1, 2, ..., n}.

Определение 3. (s+1)-Аналитическое лагранжево многообразие 
с (s+1)-аналитической невырожденной мерой ц называется правиль­
ным к в а нт о в а нны м, если:
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А) Существует такая (s+1)-аналитическая коцепь {S',} и веществен­
ная коцепь {arg 11,} канонического покрытия {ЕЛ}, что

1) dS ,=1" (tjdz1—z'd^i) (mod SZ(M, pM)) bUi,

Sj—S^i^z^—z1^) (mod'Z(M, рм)) в U
2) arg р, —одно из значений аргумента функции |iI=5p/d(zf, £7) и

arg [г? — arg ц.7 argXft+|Z2|n в QriE/jOE/j. (2)

Здесь 1г=Г\{1Г\1}, IS—J\{I6\J}, —собственные значения матрицы
Hesszi2, Els (—S, (a)), aeQ,

—3/2n<arg

Б) В каждой канонической карте Ui имеют место неравенства

Gp2^1. рт)^С2р2(zr, р7); Ct, C2>0.
Предл ожениe 1. Условия А), Б) не зависят от выбора канониче­

ского атласа карт.
В дальнейшем термин «многообразие» означает правильное (s+1) -ана­

литическое лагранжево квантованное вложение.
Условие (2) может быть выражено в дифференциально-геометриче­

ских терминах. Пусть о — невырожденная мера на (М, рм),
c=i*d(z-it,) =i*d{zl—itil) Д ... /\d(z"—i'Qn) ■

Теорема 1. Условия (2) выполнены, если и только если отображе­
ние о/p,: Л/->С*=С\{0} гомотопно постоянному.

Замечание 1. Первоначальное доказательство теоремы 1, принад­
лежащее Б. Ю. Стернину, было основано па детальном изучении тополо­
гии комплексного лагранжева грассманиана, проведенном А. С. Мищенко 
(см. (8)). В настоящее время имеется прямое доказательство, свободное 
от использования универсальной модели (Б. Ю. Стернин).

Пусть рм) — кольцо s-аналитических функций на (М, рм),
s0‘ (М, рм) — фактор-кольцо,

+ДЛ/, рм)=8<7/(Л/, Pm)/V(>, рмЖ’СДЛ/, рм).
Рассмотрим кольцо многочленов от переменной h вида

/0+/1Л+ ... +hkfh, (3)

причем рм), ij>niax{0, s—2/}. В нем многочлены D hkgh обра-
k^S

зуют идеал, и пусть sO'{h]{M, рм) — фактор-кольцо по этому идеалу. 
Пусть SZ[A] (Л/, рм) — идеал, порожденный многочленами вида (3), для 
которых рм). Пусть S(J[й] (Л/, рм) — фактор-кольца

(М, рм) по этому идеалу.
Зафиксируем {S,} и {arg ц,} и определим элементарную каноническую 

коцепь покрытия {ЕЛ}, полагая для q>^sO\(Ui) (элементы с компактным 
носителем)

Определяются «операторы склейки» Vu в пересечении UiftUj, удовлет­
воряющем в пространстве

s/a-lg-1/Л (Rn) = Hl/h (mod as/2-i>
k~*

равенству
к]Ц=к.,У

(здесь Ни /l(R”) — (1/h) -пространство С. Л. Соболева порядка к (*, 8)).
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Кольцо sO'[h] (М, рм) индуцирует пучок (М, рм) ростков s-ана-
литических полиномов по h на М: мы обозначим через пучок, построен­
ный из пучка s(J'[h] (М, pJf) с помощью Vu.

Таким образом, существуют такие изоморфизмы

что

Vu—ф^ 1оф/- •
Теорема 2. Существует единственный оператор

Ж: Г (М, 3r)^s-'/2№/ft(R’1)
такой, что для любого сечения с компактным носителем (реГ0(?71, ^") 

Ж (<p) =/ci (ф/-‘ф).

Можно построить некоторый оператор
К-. Ю\К}(М, рД1)^-‘/!Я1/й(1Г),

действующий уже в пространстве "С (М, рм) и совпадающий в главном с 
оператором Ж.

Определение 4. Многообразие (М, рм) с мерой р ассоцииро­
ван о с гамильтонианом И, если

ГЯ=0, J?v(H)P=0 (mod SI (М, рм));
=-■ 1 / д д \ ь

здесь H=H(z, V)= ’L— \iy — + й)— I H(x,p), z=x+iy, 1=р+1л\, 
*=0 Ki \ ox dp /

, дНддНд r7.TTX
V (П) = 77- —:— ~ производная Ли вдоль поля У (л).

д£г дъ* dzi д^
Теорема 3. Если многообразие (М, рм) с мерой р ассоциировано 

с Н, то для оператора К справедливо сравнение

где

для операторов ■?h /=0, 1, ..., [s/2—1], предъявляются явные формулы,
в частности,

д2Н 
dz д^{

2°. Вернемся теперь к решению задачи (1).
Теорема 4. Пусть Ма — многообразие в Ф=СИ®С„, Н — гамильтони­

ан, Ко — канонический оператор на [Мо, р0]. Тогда-.
1) в пространстве Ф'=Сп+1ФСп+1 с координатами (z, т, Е), струк­

турной формой dz/\d£,+dx/\dE и весовой функцией рФ'={(1шг)2+ 
+ (1т£)2+(1тт)2+(1т.Е')2}'/! существует такое многообразие М с мерой р, 
ассоциированное с Н, что

МП {т=0}={(а, Е) | аеД, Е=-Н (а)};

2) на многообразии М существует такой канонический оператор К, 
что

7Гф|Т„о=^(ф|г=о).
При этом решение задачи (1) может быть представлено в форме 
ф(ж, t, h)=K(p, где ф — решение задачи Коши для уравнения переноса 
^ф=0, ф|Т=о=фо.
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Доказательство этого утверждения проводится с использовани­
ем результатов книги (s) и следующей леммы.

Лемма 1. Если Мо — многообразие, вложенное в фазовое простран­
ство Ф, то можно так изменить вложение на xaod.sl{M, рм), чтобы форма 
i* (р dx—y dp) стала замкнутой.

Доказательство. В самом деле, можно предполагать, что соот­
ношения 1) условия А) выполнены точно. Тогда вложение i', заданное, 
формулами

dS%i dS2i ~ / 6821 dS2i
= ----'+i----- , + ----dyi oxi \ Spy op-j

S^Su+iSzi, z=x+iy, £=p-Hp,
как нетрудно видеть, отличается от первоначального па идеал SI(M, рм), 
не зависит от карты UIt и при этом форма a=i'*(,r]dx—y dp) точна.

Результаты п.1° принадлежат Б. Ю. Стернину, п.2° — В. Е. Шаталову.

Московский институт инженеров Поступило
гражданской авиации 25 VI 1975

ЛИТЕРАТУРА

1 В. П. Маслов, Теория возмущений и асимптотические методы, М., Изд-во МГУ, 
1965. 2 В. П. Маслов, ДАН, т. 195, № 3 (1970). 3 V. Maslov, Congres Intern. Math.,
v. 2, 1970. 4 В. В. Кучеренко, ДАН, т. 213, № 5 (1973). 6 В. В. Кучеренко, ДАН,
т. 213, № 6 (1973). 6 Б. Ю. Стернин, Тр. Матем. ф-та Воронежск. гос. унив., в. 10
(1973). 7 В. Ю. Стернин, В. Е. Шаталов, Тр. VI Всесоюзн. симпозиума по дифрак­
ции и распр. волн, Москва - Ереван, 1973. 8 А. С. Мищенко, В. Ю. Стернин, В. Е.
Шаталов, Метод канонического оператора Маслова, комплексная теория, 1974. 
9 В. В. Кучеренко, Матем. сб., 1974. 10 В. Ю. Стернин, Тр. Матем. ф-та Воронежск.
гос. унив., № 20 (1975). u Б. Ю. Стернин, УМН, т. 24, № 1 (1974). 12 Б. Ю. Стер­
нин, В. Е. Шаталов, УМН, т. 29, № 3 (1975). 13 F. Treves, J. Diff. Equat., v. 11, N 2.
(1972). 14 F. Treves, Comm. Pure and Appl. Math., v. 24, № 3 (1971).

1063


