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(Представлено академиком Л. В. Канторовичем 18 II 1976)

Асимптотические формулы для решений эллиптических краевых задач 
вблизи ребра содержат линейные комбинации решений однородных мо­
дельных задач в двугранном угле (см., например, (*)). Коэффициентами 
в линейных комбинациях являются функции на ребре, зависящие от дан­
ных задачи в целом. В настоящей статье приводятся оценки и формулы для 
этих коэффициентов. Аналогичным вопросам для задач в областях с кони­
ческими точками посвящена статья (2).

1. Область, функциональные пространства и крав' 
вая задача. Пусть G — компактное замыкание открытого подмножест­
ва G эвклидова пространства Rn, ограниченное (п—1)-мерным многообра­
зием dG. Допустим, что на dG выделено замкнутое подмножество М, 
которое является гладким (класса С°°) (^г—2)-мерным подмногообразием 
Rn, и что М также есть гладкое подмногообразие. Предположим еще, что 
в окрестности каждой точки из М множество G диффеоморфно п-мерному 
двугранному углу.

Пусть р — гладкая вещественная функция на М^ р^(1, °°), I — целое, 
/>тах {$4- Будем говорить, что функция и с носителем вблизи М принад- 

h
лежит пространству V2 P(G), если

\Ы\А2^ = ( V J^-'^ID^uIMxV^c»,

' |а|=о G
где г=г(х) — расстояние от точки x^G до М^ z — ближайшая к х точка М. 
Если МП8ирри=/,то ^ei/^G) в том и только в том случае, когда

u^W2l(G). Норма в У2 Д^) для функций с любыми носителями определя­

ется естественным образом с помощью разбиения единицы.
Пусть Г1, ...,ГТ — связные компоненты множества dG\M. Через 

^^^q), i^q^T, обозначим пространство следов на Гд функций из

^(G).
Введем матричный дифференциальный оператор Z (х, Dx) в G (с глад­

кими коэффициентами) с элементами 3?h, j (h, 7 = 1,...,&), ord S\. ^sh+tj, 
где sh, tj — целые числа такие, что ^>0, max {$J=0, $i-Hi+ ... +sk+tk=2m.

h
Пусть в окрестности каждого множества Гд определен матричный диффе­
ренциальный оператор ^q(x, Dx) с гладкими коэффициентами размеров 
mXk. Предположим, что порядки элементов {^q)i,j не меняются на Г, и 
удовлетворяют неравенствам ord (&q)i, ^Oq^+t^ где од,г —целые числа.

Положим
k Т m

^(G) = П ^3 (GY V1̂(dG) = П И ^?(Ю-
3=1 q=ii=l
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Рассмотрим краевую задачу

(&и) (z)=f(x), x^G; (^qu) (x)=gq(x), >x^Vq q=l,...,T. (1)

Будем считать, что оператор Z — эллиптический и что оператор ^q накры­
вает 2? на Гд, i^q^T. Очевидно, оператор задачи (1)

{Ж, ^}: ^Й (G) -> ^;f (G) X ^V’ (dG) (2)

непрерывен. Необходимые и достаточные условия нётеровости операто­
ра (2), формулируемые в терминах однозначной разрешимости «модель­
ной» задачи, известны (см., (3)). В дальнейшем предполагается, что опе­
ратор (2) осуществляет изоморфизм. Пусть еще имеет место формула 
Грина

(3?и, v)G+(&u, 2~v)dG=(u, ^v^g+^u, ^v)dG, (3)

где и, v — любые гладкие вектор-функции, равные нулю вблизи М, 
{^, У} — матрица Дирихле и оператор {2"*, ^} обладает теми же свойст­
вами, что и {2?, ^}.

2. Асимптотика решения. Обозначим через <U открытое под­
множество G, ^^М^ф. Предположим, что °U^\G есть часть двугранного 
угла 2) = {х={у, z)\ у^К, z^Rn~2}, где А —угол {у=(г,ы): 0^г<°% 
21 со | ^а}. Пусть ^* — предельные значения матрицы & граничных опе­
раторов в точке z^M^^U при z->0 и о->±а/2. Допустим, что коэффициен­
ты главной части {2", ^} оператора {2?, ^} постоянны в <2/ и функция 
Р постоянна на ^ll^M.

Введем операторы
Ц, Део; rDr, D^ =rSh+t^h), (Dy, 0),

ВЙ(ы; rDr,DJ=r°'±+^^

Пусть &_< Im Z<&+— наибольшая полоса на комплексной плоскости 
{X}, содержащая прямую ImX=^+l-i и свободная от спектра оператора 
{L(X),B*(X)}, где

L(Z)4IU;(со; Х-^, До) II, в±(X) = ||В^(Х-^, До) II

К Л, j^k, l^r^m.
Обозначим через Xi, ...,XS собственные числа оператора {L(X), В±(Х)}, 

расположенные на прямой Im k=k-, через Xj — алгебраическую кратность

числа Л, и через (ф) ,..., ф; }, ц=1,... ,Nj жордановы цепочки
оператора {L(X), В^Х)}, отвечающие Xj, х^х^Н".. .Ч-х^Р Введем част­
ные решения однородной задачи {2 (Dy, Dz), ^\Dy, Dz)} в двугранном 
угле 2):

h 1
W^ (х) =r^i J^j~O log r)^.^’^ (co) .

Л=0 1 ‘

0^к<и,м, l^^Ni.

Упорядочим эти функции произвольным образом: Ж1,...,ЖИ, x=Xi+... 
... +xs.

Пусть у — вещественная постоянная, удовлетворяющая неравенствам 
&_—1<у+1—Z<A_ такая, что в полосе y+l-Z^ImX<L нет собственных 
чисел оператора {L(X), В±(Х)}. Введем функции щ, ц2 из ^“(‘W), 
ЩТ^ТЬ

Предположим, что
^Dz'f е ^ (G), ^D^ е ^y'k (dG)
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для всех мультииндексов т. Тогда решение и £ ^tp (G) допускает пред­
ставление

»(*)= ^ici(z)W№)+#(*), ^°и, (4)

где щР/В EE.^tv (^Ь a Су —гладкие функции на ?/П1 (см., О).
3. Формулы и оценки для коэффициентов Cj(z). Поме­

стим начало декартовых координат в произвольную точку О^^^М и 
положим р=|#|, sin0=|y|p“1, 0^[О, л], а через й обозначим локальные 
координаты точки яр-1 на 8п~\

Пусть Q=2)nSn~1 и ^2,3 (С) “ пространство с нормой

( / I J (sin0)2(M+lal) 1ДМ2^й) 
|al=o q

(для функций с носителями в координатной окрестности на Sn_1). Про­

странства ^ър^Ъ ^2~$(^^ вводятся так же, как соответ­
ствующие пространства на G.

Определим операторы

^■(Й; рД,Д) = р^+^Ш,

S* (Й; рД, Д) = р^±+^Й(ДО.

Из нётеровости оператора {2?, ^} следует, что оператор

{S(A), 95* (Л)}: ^Й(С)^Й(<?) X КГЛ(^<2)>

где Л — комплексный параметр и

8(A) = Ц8М(Й; Л-^-, ДО II, 8± (Л)=||SMQ; Л-^, ДО II,
имеет дискретный спектр. Если Ху — собственное число оператора {ДХ),
В±(Х)}, то оно является также собственным числом оператора {8(A),

(м)
8±(Л)} и каждая жорданова цепочка {ф?^,..., q/Л “^j порождает

жорданову цепочку {Фу°’и), ..Фу J ^ 1 \ п^ > н^\ оператора {8(A), 
8±(Л)}, определяемую равенствами

ф/йи)(й) = (8ш0)а/ V — (flog sin 0)лф/л М) (со), О^А^х^

Обозначим через {8*(Л), 6(A)} оператор, сопряженный с оператором 
{8(A), 8(A)} относительно формулы, Грина в «двуугольнике» Q

(8 (Л) u,v)Q+ (8 (Л) и, £ (Л) у) dQ=

= (щ 8* (Л) у) Q+ (® (Л) Щ ® (Л) у) 9Q,

порожденной формулой (3). Существуют жордановы цепочки {Y/0^ (Й), 

,Y(p Ъ ^(й)} из пространства V^-P+h-q^)? ^>шах Д},
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оператора {й* (Л), 6 (Л)}, отвечающие собственному числу X; и подчинен­
ные условиям «биортогональности»

h И+v+l .

у £ —(8<*>(МФЛу-гч^^^^^
V=0 p = v+l Р*

h Ж+i - n+v+l-t .

+-у^’алФЛ’Л -у^чхотг^1"'-"’'’) =
v=0 I=v+1 Л=0 $$

- 6{,Д ^^ и-

Введем вектор-функции

Vi (М (р, Й) = р’^п+Г (ilog рГ^Г^Й)

и упорядочим их: через Vp обозначим v^ "H’W, если Wp=Ujk,*\ 

(Функции Vp удовлетворяют задаче {3?*(D>), ^(DX)}V=O в двугранном 
угле 3).)

Существует единственное решение £р^£р(-,О) однородной задачи, со­
пряженной с задачей (1), такое, что

Ср — ^р^ ^Т-р+г+д (G), q > max {^}, 
5

где ц^Со00 (^), ц=1, в окрестности точки О.
Теорема. Функции с, из формулы (4) определяются равенствами

(О) =i J / (х) ^ (ж, О) dx-i j g (х) (^j) (х, О) dx
dG

для любой точки O^US\M. Справедлива оценка

II «^„«h/l^ + 1 -ИЦ^).
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