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ОБ ИЗГИБАНИЯХ ПОВЕРХНОСТЕЙ РОДА р > О 
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В РИМАНОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

(Представлено академиком И. Н. Векуа 12 I 1976)

1. Пусть Из — трехмерное риманово пространство; Игр — замкнутая 
поверхность рода р^А с положительной внешней кривизной в простран­
стве Из. А. В. Погореловым сформулирована (и доказана для случая 
р=1), а В. Т. Фоменко доказана следующая теорема (см. (2), гл. 6, § 12 
и (3)).

Теорема 1. В пространстве И3 поверхность Изр, р>1, жесткая-, по­
верхность Из, закрепленная в одной точке, жесткая.

И. Н. Векуа в книге (‘), гл. 5, § 3, построил примеры жестких, но из­
гибаемых поверхностей (под изгибанием здесь и везде далее мы понима­
ем непрерывное изгибание). Так, например, из результатов И. Н. Векуа 
следует, что полусфера в трехмерном эвклидовом пространстве, склееная 
с нерастяжимой абсолютно гибкой нитью и закрепленная в одной точке, 
кинематически жесткая. Но в то же время такая поверхность изгибаема.

Таким образом, из жесткости поверхности не вытекает ее неизгибае­
мость. Поэтому имеет смысл постановка вопроса об изгибаемости поверх­
ности Изр.

Наряду с этим представляется интересным также следующий вопрос: 
изгибаема ли поверхность рода положительной внешней кривизны
с краем?

Содержание настоящей заметки — теорема о неизгибаемости поверх­
ности И-А при р>1 и неизгибаемости поверхности Из при условии за­
крепления ее одной точки, а также теорема об изгибаемости поверхности 
рода рХ) положительной внешней кривизны с краем. Для классов ре­
гулярности геометрических объектов, для функциональных пространств и 
норм в них нами используются обозначения (*).

2. В римановом пространстве Из с метрическим тензором ga$ класса
Са, 0<а<1, рассмотрим замкнутую поверхность И-A рода р=>1, положи­
тельной внешней кривизны принадлежащую классу CV, 0<
<а<1. Также рассмотрим поверхность 52р рода р>0, положительной 
внешней кривизны Аг^А0>0, класса 0<а<1, обладающую гладким 
краем. Край поверхности 52р предполагаем состоящим из конечного числа 
простых, замкнутых, попарно непересекающихся кривых. Поверхность 
>?2Р будем считать строго внутренней частью поверхности F-? рода р^О, 
положительной внешней кривизны Аг>/со>О, класса С А, 0<а<1, с краем 
класса СА, 0<а<1, который состоит из конечного числа простых, замк­
нутых, попарно непересекающихся кривых.

В дальнейшем будем считать, что в римановом пространстве Из в ок­
рестности 7?2р(^,2р) построена полугеодезическая система координат с ба­
зисной поверхностью Изр(Езр'}, причем на базисной поверхности, в силу 
положительности ее внешней кривизны, в окрестности каждой точки си­
стему координат можно считать изотермически сопряженной ((*), гл. 2).
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3. Прежде чем сформулировать полученные нами результаты, введем 
необходимые понятия и проведем некоторые вспомогательные построе­
ния.

Пусть поверхность А/ изометрична поверхности Я2Р и лежит доста­
точно близко к ней (в области невырожденности введенных полугеоде- 
зических координат). Через ?=(£*; §3) обозначим вектор, составлен­
ный из разностей контравариантных координат соответствующих по изо­
метрии точек поверхностей /?2Р и Т?2Р. Вектор есть вектор-функция точ­
ки поверхности П2Р, определяющая изометрическое преобразование по­
верхности /?2Р.

Аналогично вводится вектор, определяющий изометрическое преобра­
зование поверхности S2P.

Будем рассматривать поверхность R2P как замкнутую риманову по­
верхность Л2Р рода р. Поверхность S2P(F2P) будем рассматривать как ри­
манову поверхность 52Р(АР) рода р, с краем ((3), о римановой поверхно­
сти с краем см. (4), гл. 2, § 1). _

Зафиксируем конечное покрытие римановой поверхности /?2Р парамет­
рическими кругами W;. Это покрытие обозначим {Ж}.

Пусть f(z) есть функция или тензорная величина класса Са!‘(/?2Р), 
0<а<1. Обозначим через Wi замыкание множества W,. Через 

С?(/, W) будем обозначать норму /(z) в замкнутом параметрическом 
круге Wi, вводимую И. Н. Векуа ((*), гл. 1, § 1). Норму /(z) на римано- 
вой поверхности ./?■/ введем так:

С/(/, Д2р) = тахС?(/, Ж).
г

Нетрудно видеть, что полученное нормированное пространство будет 
полным. _

Очевидно, что при замене покрытия римановой поверхности /?2Р вве­
денная нами норма, вообще говоря, изменится, но останется эквивалент­
ной прежней.

Нормой вектора на римановой поверхности Й2Р будем называть мак­
симум норм его компонент.

Аналогично предыдущему вводится норма функций, тензорных вели­
чин и векторов на римановых поверхностях с краем F2P ji S2P (при этом 
используются покрытия римановых поверхностей #2Р и S2P параметриче­
скими кругами и полукругами).

4. Точная формулировка теоремы о неизгибаемости поверхности Т?2Р 
выглядит так.

Теорема 2. Для поверхности R2P существует константа С такая, 
что если вектор определяет изометрическое преобразование поверхно­
сти R2p и Са3(§, R2p) ^С, то:

при р>1 ^=0нп/?2р;
при р=1 на R2p, если поверхность R2P закреплена в одной точке.
Относительно поверхности с краем S2P справедлива следующая теоре­

ма об изгибаемости.
Теорема 3. а) Пусть Ф(z)^0 — аналитическая на Г2Р функция. 

Существует константа К такая, что если С'К3(Ф, Р2р)<К, то функции 
Ф (z) соответствует нетривиальное изометрическое преобразование по­
верхности S2P в семействе близких поверхностей, в котором это преобра­
зование функцией Ф (z) определяется однозначно. Поверхность, изомет- 
ричная поверхности S2P, будет принадлежать классу регулярности СД.

б) Если (®t(z)}, ie[0, 1],— множество аналитических на Р2р функций 
такое, что Са3(Ф(, Р2р) непрерывно зависит от t, Са3(Ф(, Р2р)<К 
е[0, 1] и фо(г)=О, то этому множеству соответствует непрерывное изги­
бание поверхности S2P в семействе близких поверхностей с сохранением 
класса регулярности Cas.
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Можно показать, что на римановой поверхности Р2р существует не­
счетное множество семейств функций, удовлетворяющих условиям пунк­
та б) теоремы 3.

5. Известно, что уравнение изометрических преобразований поверх­
ности 2?2р в римановом пространстве в окрестности каждой ее точки имеет 
вид ((2), гл. 6, § 7)

L(£)=£2(£), (1)
где

L (£) diF+gaf, tig dua+^k dua diF,
du

Й (I) d^+aaSi" dt? rfV
(здесь — метрический тензор пространства, вычисленный на поверх­
ности, (u1, п2) — сопряженно-изотермическая параметризация поверхно­
сти, aa?, «а/, аа!," — известные тензоры).

Изометрические преобразования поверхности R2P в «целом» также оп­
ределяются уравнением (1), рассматриваемым как тензорное уравнение 
на римановой поверхности R2P.

Изометрические преобразования поверхности S2P определяются тен­
зорным ^уравнением (1), рассматриваемым на римановой поверхности 
с краем S2P.

Доказательство теорем 2 и 3 проводилось путем исследова­
ния свойств операторов L и Q на соответствующих римановых поверх­
ностях. Для исследования свойств операторов L и Q нами были обобщены 
некоторые теоремы И. Н. Векуа о свойствах оператора Tf (см. (*), гл. 1). 
Приведем основное используемое нами свойство оператора Tf на рима­
новой поверхности.

Пусть R — замкнутая риманова поверхность рода р; G — область на 
ней; Г — граница G, состоящая из конечного числа простых, замкнутых, 
попарно непересекающихся кривых; G=GUF.

Пусть, далее, /(z) — коварианта по z на R (о ковариантах см. (5), гл. 3, 
§ 2)_и M(t, z) — ядро Коши на R, дивизор особенностей которого лежит 
внеС (о ядре М(£, z) см. (6)).

Рассмотрим оператор
Tf=~—\ f f^M(t,z)dT.

л J J.
Справедлива следующая
Теорема 4. Предположим, что ГеС™+1, /(z)eCam(G), 0<

<а<1.
Тогда функция g(z)=Tf принадлежит классу C™+X(G~), причем Tf 

вполне непрерывно отображает пространство ковариант по z класса 
Cam(G) в пространство функций класса Cam(G). Справедлива оценка

C^Tf^^-C^G),
где константа к< от f не зависит.

Теорема 4 доказывается с использованием соответствующей теоремы 
И. Н. Векуа для плоской области (см. (*), гл. 1, § 8) и разбиения единицы 
на римановой поверхности R.
Ростовский государственный Поступило
университет 24 XII 1975
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