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Молекулы большого числа соединений имеют атомные группы, отно­
сительно свободно вращающиеся вокруг ординарных связей, соединяющих 
эти группы с молекулярным остовом (*). Простейшая потенциальная 
функция

V(ф) =1/2V0(l—cos пф), (1)

где То — потенциальный барьер, п — число минимумов, была использова­
на Питцером и Гвинном при составлении известных таблиц, позволяю­
щих вычислить вклад внутреннего вращения в термодинамические функ­
ции (2). В настоящее время актуальной задачей является разработка 
метода расчета термодинамических функций для потенциала произволь­
ной формы (3).

Если учитывать потребности термодинамического расчета, наиболее 
рационален путь прямого вычисления статистической суммы через по­
тенциал. Возможность такого расчета была обоснована в известных рабо­
тах Фейнмана (4). Матрица плотности одномерного ангармонического 
осциллятора выражается через континуальный интеграл в виде:

р(Х,Г; р)=Я-[ехр [-|г[г(т)+Х]й ]^(0)=0; x^^X'-xJ, (2)

где V(x) — потенциал взаимодействия; суммирование проводится по всем 
возможным путям, начинающимся в х (0) =0 и заканчивающимся в 
х(^) =Х/—Х. Главное преимущество такого подхода состоит в том, что 
при определенных значениях параметров (высокая температура, большая 
масса, медленно изменяющийся потенциал) выражение для диагональных 
элементов матрицы плотности стремится к своему простому классическо­
му пределу

р(я, ж; р)-> — e-₽V(*>, (3)
л

где K=^h2/2nmyf2, тп— масса частицы. Метод нахождения уровней энер­
гии и непосредственного суммирования (3) при тех же значениях пара­
метров требует значительно больших вычислений. В том случае, если 
параметры таковы, что вклад в статистическую сумму дают лишь несколь­
ко первых уровней, оба подхода требуют приблизительно одинаковых вы­
числительных затрат.

Настоящая работа посвящена разработке и реализации на ЭВМ прин­
ципиально нового алгоритма вычисления статистической суммы и термо­
динамических функций заторможенного ротатора непосредственно по 
данным о потенциале на основе вычисления континуального интеграла (2), 
обеспечивающего высокую точность во всей возможной области парамет­
ров. Предложенные ранее, в работах (5) и (6), методы прямого вычисле-
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ния статистической суммы по потенциальной функции основаны на раз­
ложении по степеням А и работают в условиях, близких к классическим.

Матрица плотности и континуальный интеграл (2) могут быть запи­
саны в виде обычного многомерного интеграла

pU, «'; Ю =
= ff dsi ds2... dsw_i р(х,^/^pU, s2; ^/Я)... р(5я_их'; р/Я).

J J (4)

Выражение (4) приводит вычисление континуального интеграла на 
отрезке (0, р) к вычислению его на отрезке, в N раз меньшем. Иначе го­
воря, для вычисления матрицы плотности при температуре 1/^ необхо­
димо вычислить матрицу при температуре N/k^ и воспользоваться соот­
ношением (4). Для вычисления матрицы плотности при высокой темпе­
ратуре можно применить классическое приближение (3), как это сделано 
Сторером (7). Кратность интегрирования (4) в этом случае будет очень 
велика. С целью ее уменьшения в недавней работе (8) было предложено 
использовать «осцилляторное» приближение для матрицы плотности. Для 
его получения представим гамильтониан одномерного осциллятора в виде:

Н=Н0(х,х)+Н^х,х), (5)

А2 а2 г"(ж)
где Я» (х, х) = - —— —. + V' (я) (х-х) + ■—-— (х-х) 2+V (х);

2m ох2 2

Я, (х, х) = ——— (х-х) + •---- ------- (х-х) 4+.. .=
о! 4!

У" (л) =yU)-y(x)-y'U) и-х)--—^и-х)2,

х — некоторая средняя точка на отрезке (^, si+i). Осцилляторное (или 
локально-гармоническое) приближение, введенное в работе (8), соответст­
вует аппроксимации Н^Н0(х, х). Можно, однако, последовательно уточ­
нять это приближение, следуя теории возмущений для экспоненциальных 
операторов (7):

-Р — -p^L
^H^-PfHp+HJ^ 2 е-₽НОе 2 +^(^2) (6)

Используя точное выражение для матрицы плотности гармонического 
осциллятора (4) и уравнение (6), получим следующую формулу для эле­
ментов приближенной матрицы:

1 / и \1/2
ро (^, s<+1; Р) = — (Т— ) ех₽{“"^эф(я, я)} X л \ sn и /

v ( Г и Ю21р<-^+1\2]Хехрг4тй^-тИ~)}’ (7)

где
P^U, ^) = [Г(50+Уи.+1)]/2+Г(х)2(2Ш (п/2)/и-1)/2Г'(х);

и=и(х)=рй(7"(х)/т); %=(^72лт)'А, x = (s,+s<+1)/2.

Необходимо отметить, что диагональные элементы матрицы р0 не отлича­
ются от диагональных элементов осцилляторной матрицы (8) и большая 
точность приближения (7) приводит лишь к уменьшению кратности инте­
грала (4) за счет изменения недиагональных элементов.
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Отличие задачи заторможенного ротатора от одномерного осциллятора 
состоит в учете условия периодичности движения и замене в гамильто­
ниане (5) массы т на приведенный момент инерции /. Как показано в 
(9), учет периодичности приводит к следующему соотношению между мат­
рицами ротатора и осциллятора

Ро(ф, ф'; ₽)=^ Ро(ф, ф'+2лс; 0), (8)

где 0<ф, ф <2л; с — целые числа. Рассмотрение выражения (7) показы­
вает, что сходимость суммирования в формуле (8) зависит от соотношения
величин длины волны Де-Бройля А 
и 2л. Отношение А/2л является из­
вестным параметром 1/^у в табли­
цах Питцера и Гвинна (2) и не пре­
восходит 1 для возможных молеку­
лярных систем. Таким образом, 
в формуле (8) достаточно ограни­
читься суммированием по с=0, ±1. 
+2.

Предлагаемый метод расчета ста­
тистической суммы заторможенного 
ротатора состоит в построении мат­
рицы нулевого приближения по со­
отношениям (8), (7), вычислении 
матрицы р(ф, ф'; р) по формуле (4), 
и завершается интегрированием:

2л

^» = f р(ф,ф;Р)^ф- (9) 
о

Вычислительный алгоритм, реализо­
ванный на ЭВМ БЭСМ-6, состоит в 
следующем.

Вклад внутреннего вращения 
в термодинамические функции 

перекиси водорода

Таблица 1

т, °к
СР Ф* т $т

кал-мол-1-к—1

0,5174 1,2538 1,5308
100 0,517 1,254 1,531

200
1,1821 1,5418 2,1372
1,182 1,542 2,137

298,15
1,3577 1,8258 2,6493
1,359 1,826 2,650

1,4248 2,0897 3,0581
400 1,425 1,090 3,059

800
1,5340 2,8564 4,0840
1,534 2,858 4,089

Примечание. Цифры над чертой-— 
наш расчет, под чертой — данные работы (12).

Матрица нулевого приближения
(8), (7) строится на отрезке (0,2л) с шагом А при некоторой температуре 
P=2-™[}. Аппроксимируя интеграл (4) цо правилу прямоугольников име- 
ем (’):

N
р (i А, /Д; 2?) = £ро (гД, АД; ₽) Ро (АД, /Д; Р) △;

R=1
(10)

N
р (fД, /Д; 4) = У, р (*Д, АД; 2^) р0 (АД, /Д; 2^) Д; 

fc=l

N

р (гд, /Д; ^) = р (iA, АД; 2“^) р (АД, /Д; 2"^) Д;
/С=1

<2 “^Р^’*^?)^ 
fc=l

где А=2л/Д.
Необходимые для расчета термодинамических функций производные 

от (? по температуре вычисляются численно по известным формулам (10).
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Проблема вычисления нулевой энергии (основного состояния) торзионно­
вращательного движения, существенная для функций Фт* и Нт° — Hq, ре­
шается на основе того же вычислительного алгоритма (10), если учесть* 
что

Q^e"^0 при р->оо. (11) 
Откуда

^80 = lim — 1п^. (12) 
р->оо Р

Результаты расчета термодинамических функций для простейшего по­
тенциала (1) хорошо согласуются с данными Питцера и Гвинна (2). Важ­
но отметить при этом, что для значительной части параметров 1/Qf и 
VJRT точный результат получается уже при т=0, т. е. когда расчет 
проводится по формуле (9) непосредственно по диагональным элементам 
матрицы нулевого приближения (7).

Для иллюстрации предложенного метода мы провели вычисление вкла­
да внутреннего вращения в термодинамические функции Н2О2. Потен­
циальная функция была взята из работы (п). Результаты расчета для 
ряда температур сравниваются с недавним расчетом (12) в табл. 1. Пре­
красное согласие полученных результатов подтверждает надежность но­
вого метода.

В заключение автор благодарит проф. Л. В. Гурвича и В. С. Юнгмана 
за постоянный интерес к работе, а также В. Ю. Зицермана за полезное 
обсуждение некоторых вопросов.
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