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Как известно, при решении задач переноса лучистой энергии в спек­
тральной линии возникает необходимость учета перераспределения излу­
чения по частотам, а поле излучения приходится искать для всех частот 
одновременно. Математические трудности, возникающие при рассмотре­
нии диффузии резонансного излучения с реальным законом перераспре­
деления по частотам, а также стремление выявить хотя бы в общих чертах 
роль процесса перераспределения заставляли прибегать к различным 
упрощающим предположениям. Общепринятым упрощением является 
предположение о полном перераспределении по частотам, заключающееся 
в допущении отсутствия корреляции между частотами поглощенного и 
излученного квантов. Теория образования спектральных линий в рамках 
указанного предположения развита достаточно хорошо, главным образом 
благодаря работам В. В. Соболева, Д. Хаммера, В. В. Иванова. Сравни­
тельно мало исследован случай диффузии излучения с истинным законом 
перераспределения, а также вопросы, касающиеся области применения и 
точности предположения о полном перераспределении по частотам.

В серии работ (1-5), выполненных одним из авторов настоящей статьи 
совместно с Н. Б. Енгибаряном, был развит новый подход к решению за­
дач переноса при истинном законе перераспределения. Отправным пунк­
том этих исследований служило представление функции перераспределе­
ния в виде

со

г(/,а:) = £Ал(2:)%(1')> (*)
л=о

где {а* (я)} — некоторая, ортонормированная в том или ином смысле, си­
стема функций; Ak — неотрицательные постоянные.

Ниже мы покажем, что указанный подход позволяет относительно 
легко определить контуры линий поглощения в случае изотермической 
атмосферы, причем объем вычислений, необходимый для достижения 
удовлетворительной, с точки зрения практических применений, точности, 
отнюдь не превосходит объема вычислений в случае полного перераспре­
деления по частотам. Как мы убедимся, принципиальных затруднений 
при этом также не возникает.

Для простоты ограничимся рассмотрением случая, когда закон пере­
распределения определяется лишь тепловым движением атомов.

В этом случае, как известно,
ОО

r(x',x)'= J е~и2 du. (1)
max(|x|, |х'|)

Представление (*) для этого закона удобнее получить разложением 
г(/, х)/а(х) по собственным функциям, где а(х) — профиль коэффици-
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ента поглощения, равный здесь ехр(—#2). Тогда
аА(#) = (—1)*Ул ехр(—#2)ЯЛ(#), Л=1/ (2Л+1), (2)

где через Hh(x) обозначен полином Эрмита Л-й степени. Нетрудно убе­
диться, что {аА(#)} представляет собой систему функций, ортогональных 
с весом ехр (я2).

Как известно (6, 7), интенсивность излучения, выходящего из среды 
при равномерном распределении источников, Я (я) связана с отражатель­
ной способностью среды простым соотношением, которое в одномерном 
случае имеет вид

Я(#) = 1 — J p(#',#)d#'. (3)
— ОО

Коэффициент отражения р(#7, #) имеет следующий вероятностный 
смысл: p(#z, x)dx есть вероятность того, что излучение, падающее на сре­
ду с частотой х\ отразится от нее в интервале частот #, x+dx. Применени­
ем принципа инвариантности Амбарцумяна для функции р(/, #) можно 
получить уравнение

_2
[а(я)+а(я,)]р(я,,я)=г(^ I ^{x.x'^r^x'' ,xf}dxrf+

+ J r(x,x"')p(x",x')dx"+ У р($ )р(#"', x')dx'".
ОО ОО ОО

,x")dx" j г(х",х"' 
— ОО — ОО — ОО

(4)
Далее, пользуясь разложением (*), для функции р(/, #) будем иметь

р(я\ я) Гл «М^ф™^')
“ 2 m а(#)+а(#') 

772=0

(5)

<p„(x)=a„(a:)+ J p^x^x^an^'/dx'. (6)
— ОО

Таким образом, вопрос об определении функции р(#', #), а вместе с 
нею и контуров линий поглощения сводится к решению бесконечной си­
стемы функциональных уравнений для фпМ

фп(я)=ап(ж) + ^ V п=0,1,.-. (7)
2 ^J J aw+a(2: )

772 = 0 — ОО

При приближенном решении система (7) заменяется соответствующей 
укороченной системой, причем порядок приближения N определяется ко­
личеством уравнений, которым мы при этом ограничиваемся. В частности, 
если берется лишь первое уравнение, а в сумме (5) — первое слагаемое, 
то мы приходим к случаю полного перераспределения по частотам.

При численных расчетах обращает на себя внимание сравнительно 
медленное повышение точности при переходе к приближениям более высо­
кого порядка, что обусловлено медленной сходимостью ряда (*), соответ­
ствующего функции перераспределения (1) (члены этого ряда убывают 
как Л“%). Наглядное представление об этом можно получить, например, из 
значений величины

ОО ОО

У |р(0, #)—р^ДО, #) Id# / yp(O,#)d#
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(при Л =0,7), которые в первых четырех приближениях соответственно 
равны 0,21; 0,13; 0,105; 0,086.

В связи с этим, возникает естественный вопрос, нельзя ли повысить 
точность получаемых результатов, не прибегая при этом к приближениям 
высоких порядков, что сопряжено с резким возрастанием объема произво­
димых вычислений. Чтобы ответить на поставленный вопрос, исследуем 
зависимость правой части системы (6) от индекса п. Пользуясь асимпто­
тическим представлением полиномов Эрмита для больших значений ин­
декса п, а также первой из формул (2), мы приходим к следующей асим­
птотической формуле для функций ап (я):

an(z)~n~'f* exp (—#2/2)cos [ (4n+l)’^-zwi]. (9)

Обращаясь, дал^э, ко второму слагаемому в правой части (6), заметим, 
что при весьма широких предположениях относительно функции f(x) 
(fM — кусочно-непрерывная функция во всяком конечном интервале 

(—а, а) и $ [#|3ехр (—x2)f(x)dx имеет конечное значение) имеет мес­

то (8) ‘
ОО

limn1'* f f(x)an(x)dx=0. (10)
оо J

— ОО

Исходя из физических соображений, можно заключить, что функция 
р(^, х) удовлетворяет условиям достаточным для выполнения (10). Та­
ким образом, при больших значениях индекса п функции фп(^) и ап(ж) 
будут отличаться друг от друга сколь угодно мало.

Зависимость функций фп(х) от порядка приближений весьма слабая, 
поэтому переход от приближения одного порядка к другому можно пред­
ставить как дополнение системы {фп(я)} новыми функциями.

Приведенные соображения указывают на возможность замены при 
больших значениях индекса п функций фп(^) в формуле (5) соответству­
ющими известными функциями апИ, что позволит просуммировать ряд 
(5) без обращения к приближениям высоких порядков. Уже для сравни­
тельно небольших N подобное «исправление» приводит к резкому повыше­
нию точности. Так, приведенная выше величина (8) после надлежащего 
«исправления» оказывается равной 0,044 при А^—1, 0,013 при ^=2 и 
0,009 при N=3. Разумеется, с большой точностью определяются при этом 
и контуры линий поглощения.

Здесь мы укажем еще на одну возможность построения приближенного 
решения, отличающуюся исключительной простотой и точностью. Она об­
условлена тем, что замену фпЫ соответствующими функциями апМ 
при больших значениях индекса п можно произвести в самой системе 
уравнений (7), сведя тем самым ее решение к решению новой системы 
уравнений

2 ^-J v а{х)+а{х )
771 = 0 — оо

+ V I n=0,1,.. .Д'-!. (И)

— ОО

Уже при 7V=1 полученные результаты обладают точностью, достигае­
мой после «исправления» в седьмом-восьмом (в зависимости от значения 
X) приближениях. Поэтому в подавляющем большинстве практических 
случаев вместо решения системы (7) можно довольствоваться рассмотре-
3 Заказ № 652, т. 229, № 3 585



нием уравнения

г Х f фо#и)фо*(^)-ао(ж)аои') / ,
фо W=«oW + — ----------------———----------- а0(л: )dx +

2 J а^)+а(ж )
— ОО

— ОО

решение которого по трудности и объему вычислений не превосходит ре­
шение аналогичного уравнения, соответствующего случаю полного пере­
распределения по частотам.

Сравнение найденного описанным методом решения р(/, ж) со случа­
ем полного перераспределения приводит к интересным результатам. Ока­
зывается, что указанные две функции обладают различным асимптотиче­
ским поведением при больших значениях одного из аргументов, в цент­
ральных же частотах в случае, когда один из аргументов отличен от нуля, 
приближение полного перераспределения не в состоянии даже качественно 
описать поведения истинного закона отражения.

Из уравнения (4) нетрудно выявить асимптотическое поведение крыль­
ев линий поглощения при истинном законе перераспределения. В данном 
случае 1—2? (х) убывает не быстрее, чем я”2, в то время как при полном 
перераспределении по частотам указанная величина с увеличением х убы­
вает, как яехр (—ж2). Указанное различие в асимптотическом поведении 
крыльев спектральных линий приводит к существенным различиям в эк­
вивалентных ширинах.
Бюраканская астрофизическая обсерватория Поступило
Академии наук АрмССР 9 IV 1976
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