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1.1. Проблема локализации идеалов: а) описать алгебры 4 
функций, регулярных в открытом множестве Q, Q<=C, в которых все 
идеалы /, 1^А, являются закрепленными (локализованными) или ло­
кальными (определяются своими нулями); б) если алгебра А не обладает 
упомянутыми свойствами, указать (на языке, определяющем алгебру А) 
критерий того, что некоторая совокупность функций из А порождает за­
крепленный или локальный идеал. Алгебра А наделяется топологией, 
мажорирующей топологию пространства A (Q) всех функций, аналитиче­
ских в Q (топологию компактной сходимости), а идеал / считается замк­
нутым. Если &/(£) — кратность нуля функции /, /^4(Q), в точке £, ^Qt 

то локализуемость идеала 7, 1У=А, означает, что fc^^min АД£)#О, 
def ' /е!

а его локальность,— что I=lhl = {f^A: kf>ki}.
Сформулированная проблема тесно связана с широким кругом (иногда 

определяющих) задач нескольких дисциплин — от теории дифференциаль­
ных операторов и их обобщений до абстрактного гармонического анализа, 
Вместе с тем исследование локальности идеалов неотделимо от важней­
ших внутренних задач теории функций — изучения мультипликативной 
структуры аналитических функций (факторизационные теории Вейер- 
штрасса, Неванлинны — Рисса — В. И. Смирнова, М. М. Джрбашяна), тео­
рем единственности и оценок снизу модуля аналитических функций, 
О связи этих задач с проблемой локализации см. С).

Упомянутые оценки снизу — наиболее тяжелая аналитическая часть 
теорем о локализации. Именно отсутствием таких оценок объясняется 
тот факт, что многие результаты о локализации носят «условный» харак­
тер, например: если идеал I содержит ограниченное семейство функций 
В, огибающая которого sup |/(£) | «достаточно велика», то 1=1^ (Л. Вал­

уев

брук, Л. Хермандер, Ж.-П. Феррье и др., см. (2)). В других работах 
(Л. Шварц, А. Ф. Леонтьев, А. Берлинг, И. Ф. Красичков, Н. К. Николь­
ский, В. А. Ткаченко; см. об этом (*)) авторы опираются на достаточно 
сильные оценки снизу и их теоремы свободны от упомянутой «услов­
ности». В (3) предложен метрический подход к проблеме локализаций: 
даны пространства X, Y (ХсУсЛ(й)); определить «насколько шире», 
чем X, должно быть пространство У, чтобы любой «идеал» (точнее, ^-ин­
вариантное подпространство) I, I^Yr содержащий функции из X 
(№=#{0}), был локальным в У. Мы следуем именно такой постановке 
задачи.

Теоремы единственности связаны с проблемой локализации 
двояко: они должны завершать описание идеалов (указывая нетривиаль­
ные нуль-множества (дивизоры) к, для которых /^{О}), но они могут 
быть и способом установления локальности. Второй вариант восходит 
к интерполяционной теореме Л. Карлесона и разработан Л. Хермандером,
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Б. Тейлором и Дж. Келлегером (см. библиографию в (4)). Теоремы двух 
последних авторов существенно используются ниже, в п. 3.

1.2. Работа содержит точную асимптотическую теорему единствен­
ности (теорема 2) и признак локальности идеалов (теорема 3) в алгебрах 
ЛФ(О), ,

A^D)^^A(D): logl/^l^lAp) , ^Z>},

снабженных естественной топологией индуктивного предела. Здесь 
О={^С: |^|<1}, ф — возрастающая положительная функция, удовлет­
воряющая некоторым условиям (см. 1.3). Все названные результаты вы­
текают из оценок теоремы С).

1.3. Обозначения и соглашения:

T = 5D={^C: 1^1=1};

2>С,р) = {^С: |^1>р(^)(1-|?1)}, ^D, 0<р(£)<1; 
def

ф(я) =log ф(ех) — выпуклая С3 функция на полуоси [0, +°°);
def,. ф'(#)я т ч ,

а= lim---- = lim v W~ ее степенной порядок роста, 0^а<+°°;
Х->4-00 VW Х-> + оо

дополнительные условия «правильности» функции ф: если а=1, то 
ф —выпуклая функция; если а=+°°, то функции (ф,)_/\ ф/ф\ ф^ф"- 
выпуклы в окрестности точки +°°;

«идеал» —это всегда «замкнутый идеал» (в топологической алгебре).
Жесткие ограничения, налагаемые на мажоранту ф, обусловлены при­

менением асимптотических формул С. Варшавского (см. ниже п. 2); все 
эти требования выполнены, однако, для всех элементарных функций ф 
и, более того, для всех функций из любого тела Харди (5), содержащего 
константы.

2. Оценки снизу и теоремы единственности
Теорема 1. Пусть

f^A(D), /^0, logl/O^^^i)

вблизи окружности Т.
Существует число С, ОО, такое, что каждая компонента связности 

множества Q(C, ф*),
£Жф-) = {^£>: ^/(^-^’(-i^i)} , 

относительно компактна в D.
Здесь ф*=ф, если Ка<+°°, и

^=1^^^, си, 

если а<1.
Замечание 1. При а>1 константа С зависит лишь от а, и С —аб­

солютная постоянная при а=1,

Замечание 2. Если вместо функции ф* взять любую меньшую (по 
порядку) функцию ф* (ф*(0 =о(ф*(0), О+<»), то заключение теоремы 
станет неверным. Нужные примеры содержатся в (6,3) и достигаются уже 
на функциях /, нигде не обращающихся в нуль. С другой стороны, 
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У. Хеймен и Ч. Линден (7) установили, что, если вместо ф* взять Ф*= 
=Ф log ф, то при Ка<+°° в дополнении O\Q(C*, Ф*), С*>С0 содержится 
некоторая система окружностей {£: |^|=гп}, Ml, п=1, 2,. .. . Примеры 
показывают, что для Й\Й(Г, ф*) это уже, вообще говоря, не так.

Замечание 3. Функция ф* введена в (6); сравнительное изучение 
роста ф* и ф имеется в (3), § 1.3.

План доказательства теоремы 1. Шаг 1. Множество Й(С\ ф*) 
«глубоко» содержится в Q(C, ф*) при достаточно большом отношении 
СУС; точнее, ^(^, р) HQ(C*, ф*) =0, если ^^Й(С, ф*),

/ 1 \ / / 1 \Р(?)=^(я^)(1-^)/<Р'(Г^|/ при а=+°о,

p(S)—^constcl при а<+°°.

Ш а г 2. Мера множества
{0: |9-arg^n/4}, ^р©(1-|?|)?еЕЙ(С, ф*)

не может быть близка к л/2 (р достаточно велико при а<+°°), когда 
^^(С,ф*) и |SH1.

Шаг 3. Из шага 2 и некоторых геометрических рассмотрений выво­
дится, что некомпактная (в D) компонента множества Q(C, ф*), содержит 
некоторый радиальный отрезок, оканчивающийся на окружности Т, 
а, значит, в силу 1, и некоторый (криволинейный, вообще говоря) тре­
угольник А; выписываются уравнения его сторон.

Шаг 4. Треугольник А конформно отображается на полосу, исполь­
зуются асимптотические формулы С. Варшавского и стандартная (гра­
ничная) теорема единственности для ограниченных функций, что и при­
водит к противоречию (если предположить существование упомянутой 
в 3 компоненты).

Теорема 2. Пусть f^A^^D) и пусть Г — непрерывная кривая, V^D, 
lim (1-|£|)=0.

£еГД|^1

Если
— logl/(£)l

 -  = —оо, 
£еГ,|С|->1 /---- 1 \

то f=0.
Опин частный случай этой теоремы содержится в (8), асимптотические 

теоремы единственности для других классов функций см. также (9,10). 
Стоит отметить, что теорема 2, по существу, совпадает с теоремой 1 
и, следовательно, замечания 2—3 можно отнести и к ней. Интересно так­

же, что для всех ф с $ (ф(я)/я3)'Мя<+оо условие (*) сводится к

lim (1—|£l)logl/(£) |=—°°. 
&еГ,|£|-М

3. Идеалы. Из теоремы 1 и результатов Келлегера и Тейлора (4) вы­
текают признаки локальности идеалов.

Теорема 3. Если I — замкнутый идеал в алгебре А^ (D) и lOA^^D)^ 
^{0}, то I — локальный идеал. В частности, любой идеал в алгебре A^^D) 
локален, если 1<а^+°°.

Второе утверждение теоремы 3 при а<+°°, по существу, доказано 
в работе (и), хотя в явном виде там присутствует лишь случай ф(£)=£а, 
1<а<+°°.
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Теорема 3 не вносит еще полной ясности в задачу о локализации идеа­
лов, хотя и исчерпывает много интересных случаев. Неясно, например, 
является ли 4Ф*(Й) «наименьшим» пространством, содержащим 4(D), 
где локальны все «идеалы» (z-инвариантные подпространства), порож­
денные элементами из 4(D); при а^1 неясно даже, будет ли A^(D) 
«наименьшей» алгеброй с подобным свойством. Известно только, что, 
добиваясь локализуемости главных идеалов, это пространство 4(D) 
можно существенно уменьшить (3).

Работа выполнена под руководством Н. К. Никольского.

Ленинградский государственный университет 
им. А. А. Жданова
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