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В статье выделены классы уравнений вида

L(Dt)u^Dtnu(t)+^AhD?~ku(t)=f(t), t^R, (1)

(R^=(—°°, +°°), Dt=d/dt) с неограниченными операторными коэффициен­
тами в банаховом пространстве Е, для которых задача на всей оси кор­
ректна в пространствах типа С. Вопросы разрешимости для уравнений 
вида (1) исследованы в работах (1-7), часть из которых вошла в моногра­
фию (8). В (1_3) главным является оператор А^ в (4) — А2, а в (5“7) — опе­
ратор Ап. В отличие от этих работ здесь главным может быть любой опе­
ратор As. Отметим, что даже в случае $=1 и s=n наши результаты явля­
ются новыми.

1. Рассмотрим дифференциально-операторное уравнение первого по­
рядка

Dtu(i)+Au(t)==f(f), t^R, (2)

где А, вообще говоря, неограниченный оператор, действующий в банахо­
вом пространстве Е. с областью определения Я)(А).

Определим в комплексной плоскости С1 множество

Gd, б^Х^С1: |X|>d, |arg X—л/2| <6 или | arg Х+л/21 <6},

где 0<6<л/2, d<oo.
Пусть S — подпространство банахова пространства Е. Через RS(M —А) 

обозначим оператор со свойством

(—A—XZ)7?S(X; —А)и=и при любом u^S.

Очевидно, если оператор —А имеет резольвенту R^ —А), то оператор 
Rs(k; —А) будет сужением оператора R(k; —А) на 5. Поэтому Rs(h; —А) 
назовем 5-резольвентой, а точку Х^С1 комплексной плоскости, при кото­
рой существует 5-резольвента, 5-регулярной точкой оператора —А.

Предположим, что имеет место условие:
1) Множество Gd, й и прямая ReX=y, ^R, принадлежат 5-резольвент- 

ному множеству оператора —А и при некотором г имеет место оценка

||Z?s(X; —A) ||b(s, е)^с |X |г, X^Gd, б.

Оператор А имеет ограниченный обратный А-1, определенный на прост­
ранстве Е.

Пусть Ek, к=0, 1,..., п,— банаховы пространства, для которых имеют 
место непрерывные вложения Еп^Еп-^ ... <^Е0=Е.
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Обозначим через Су'л (R; Еп,..., Eq) пространство функций, заданных 
на R, с нормой

п

IIИIIс”'“(Л;Вп... Во) = У [supIIP?(e-^u (f)) |Ln_. + 
5=0 *

+ supll A (ZV(e-T'u(£));£,?) L • If—tl~a],

гдеО<аС1, А(ф(0; ^ т)=ф(г)-ф(т), C"^ (R-E,... ,E)=C^’a (R;E).
Введем ломаные Г* (7), состоящие из общего вертикального звена, про- 

ходящего через точку Х=у, и наклонных звеньев, которые параллельны 
сторонам угла | ±л/2—arg Х| <S, 0<б<л/2. При этом контур Г* (у) со­
держит внутри себя часть спектра оператора —Л, лежащую в полуплоско­
сти ReX>y, а контур Г" (у) — часть спектра —Л, лежащую в полуплоско­
сти ReX<]. Оба контура ориентированы так, что направление вертикаль­
ного звена совпадает с направлением мнимой оси. Ради краткости обозна­
чим Г* (ОНГ*.

Определим фундаментальное решение V(0 уравнения Dtu(t)+Au(t) = 
=0 формулой

1 г
V(t) =--------- I eltRs^;—A)dK при КО (i>0).

Г+(Т)(Г-(Т))

Пусть й(Л) = {це^(Л), 1№(А)Н1и|Ж|Ли||}'.
Теорема 1. Пусть выполнено условие 1) и {г}<аС 1.
Тогда уравнение (2) имеет единственное решение и^С1^ (R; Е(А), 

Е), где Р=а—W» если {г}>0, и^<а, если {г}=0, при любой правой ча­

сти f^c/r}+l,a (R; S), определяемое при 0^г<°° формулой

4-00

U(i) = (-1)M+1 J Л-М-^~т)£>г[Г1 + 1/(т)Йт+
— ОО

[Г] + 1
+ (-^HtrJ+^-trl-aptH+i-j Щ}'

5=1

а при —1^г<0 — формулой
4-00 

u(t) = ^ ^(f-T)/W ^Т>
— ОО 

причем имеет место оценка

^и “с*’$(К;Ер4),Е) ^е^

Доказательство этой теоремы основывается на ряде лемм, кото­
рые имеют и самостоятельный интерес. Приведем некоторые из них.

Лемма 1. Если теорема 1 верна при 7=0, то она верна при любом ве­
щественном у.

Л е м м а 2. Пусть выполнено условие 1) и у=0.
Тогда при любом u^S функция A~pV(t)u, где р>[г]+2, имеет пределы 

справа и слева в нуле, причем
A-pV(+Q)u=A-pu + ±—+----  | \~pRs^-A)udK

Г-(е)
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Л^К(-О)и=-Л-  ̂+ НГ г
Г + (8)

^Rsfa-Ajudk,

A^[F(+0)-F(-0)]u=4^.

2. Определение. Дифференциально-операторное выражение L(Dt) 
назовем эллиптик о-п араболическим, если выполнены следующие 
условия:

1° ) Ль Ап — замкнутые операторы в пространстве Е. Оператор Ап 
имеет ограниченный обратный Ап~\ определенный на пространстве Е;

2°) ® (Лп) ^3) (Л_0 с= ... С^ (ЛО ^Е;
3° ) операторный пучок L^k) =ХП+ХП“1Л1+ ... +ЛП, определенный на 

35 (Ап), имеет ограниченный обратный на Е при всех k^Gd,b и на прямой 
Re Х=у, причем при некоторых pk справедливы оценки

IMJ^MIIb^cIX^ *=0, 1,...,п-1; Ло=/.
При помощи замены vk(t)==Dth-lu(t), к=1,... ,п, уравнение (1) сво­

дим к эквивалентной системе уравнений первого порядка:

Dtv(t)+^v(t)=F(t), t^R, (3)

где v(t) = (Vi(t),..., vn(t)), ^v(t) = (—v2(t),..., —vn(t), AnVi^A-.. . 
...+Aivn(t)'), F(0 = (0,..., 0, f(t)). Областью определения оператора 31 
естественно считать множество 3) (21) =3) (Лп) Х35 (Лп_0 X .. . ХЗ) (ЛО.

Обозначим через 5={0}Х ... Х^ХЕ подпространство банахова про­
странства Е=Е(Ап^)ХЕ(Ап_2)Х ... ХЕ^А^ХЕ.

Теперь покажем, что к уравнению (3) применима теорема 1 в й.
С этой целью доказывается, что оператор 21 удовлетворяет условию 1).

Л е м м а 3. Пусть выполнены условия 1°) —3°).
Тодда S-резолъвента оператора —21 удовлетворяет неравенству

WRs^k*, — 21) ||b(s, е)^с|X|m, ^^Gd, б,
где m= max (pk+n—k—l).

Применяя теорему 1 к уравнению (3), приходим к утверждению.
Теорема 2. Пусть выполнены условия 1°) —3°) и {т}<а^1.
Тогда уравнение (1) имеет единственное решение и^Сп^ (R; Еп,... 

...., Ei, Е), где ^=а—{т}, если {т}>0 и р<а, если {т}=0, при любой 

правой части f^C^ml+1,a (R; Е) , причем справедливо неравенство

U II C^R; Еп,...,Ei, Е) С II " C^^’^HjE)’

где m= max (рА+п—к—1).
k=0} 1, . . . , n—1

В частности, при рл—к—п, к=0, 1,..., и, эта теорема совпадает с тео­
ремой Б. А. Пламеневского (6) (см. также (9)).

Далее, действуя другой заменой, а именно vk(t)=AsDt~l u(t), к= 
=1,..., га—1, vn(t)=Dtn г u(t), доказываем новую теорему корректности 
для задачи (1). В этом случае получается уравнение (3) с F(f) = (O,...

■ ^(0 = (-У2(«),. • v -Уп-ДО, ~Asvn(t), Л„Л,-'!;1(0+ ...
... +A2A3-'vn-t(t) +Alvn(t)).

Теорема 3. Пусть выполнены следующие условия-.
1°) при некотором s оператор As имеет ограниченный обратный А3~\ 

определенный на пространстве Ё;
2°) операторы Л^Л^1, /=1,. .., п, ограничены,
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3°) операторный пучок L(K) =Xn+Xn~iAl+ ... +Ап, определенный на 
^(Ag), имеет ограниченный обратный на Е при всех X^Gd^ и на прямой 
ReZ=y, причем при некоторых q0 и qs справедливы оценки

\\L-l^)\\B(E}<c\K\^ ^Gd,t, 

\\AsL-^^\\B^c\l\^ ^Gd,„

Тогда уравнение (1) имеет единственное решение и^ 
^C^(R; E^As},..., E{AS\ Е), где р=а—{Z}, если {Z}>0, и Р<а, если 

{Z}=0, при любой правой части f^C^l}^i,a (R;E), причем справедливо 

неравенство

где Z=max (n+g0—1, n+q&—2).
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