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Одной из основных проблем теории дифференциальных игр (см. (1_7) 
и др.) является задача о выделении тех начальных позиций, из которых 
преследование заканчивается за конечное время. В этом направлении ряд 
существенных результатов получен в (1_7) и других работах. Тем не ме­
нее решение этой задачи в случае нелинейных дифференциальных игр со­
пряжено с большими вычислительными трудностями. В настоящей работе 
приведены эффективные достаточные условия, гарантирующие возмож­
ность окончания преследования из заданной начальной позиции для од­
ного класса нелинейных дифференциальных игр; при этом задача пресле­
дования рассматривается в формализации Л. С. Понтрягина (2, 3). Полу­
ченный результат можно рассматривать как развитие методики Л. С. Понт­
рягина на нелинейные дифференциальные игры.

1. Рассмотрим дифференциальную игру, описываемую уравнением
z=C(i, z)z+7i(£, и, v),- (1)

где z — вектор-столбец n-мерного эвклидова пространства Rn, C(t, z) — 
матрица порядка пХп, определенная и непрерывная на прямом произве­
дении [т0, +°°)Х7?’1; h(t, и, v) — вектор-функция, непрерывная на 
[то, +°°]ХРХ(2; Р, Q — компактные подмножества пространств Rp, Rq со­
ответственно.

Управления u=Z7(i), v=V(i) преследователя и убегающего соответ­
ственно выбираются в классе измеримых функций, удовлетворяющих ог­
раничениям U (Z) ^Р, V(£)

Далее, потребуем, чтобы каждая задача Коши вида
z==C(f, z)z+A(i, U(t), F(i)), z(t!)=Z!

обладала свойством единственности. Терминальное множество М предпо­
лагается выпуклым и замкнутым подмножеством пространства Rn. Кроме 
того в дальнейшем всегда предполагается, что для произвольной точки 
(t, р)е[т0, +°о]Х(? множество h(t, Р, v) выпукло.

Игра начинается из начальной позиции (т0, z0), z0?=M; если в момент 
времени ^т0 позиция игры характеризовалась вектором z=<p(i), то пре­
следователь формирует свое управление U(s) на отрезке [ t, Z+e] (е>0 
произвольно) по следующей информации: z=q>(i) и управлению убегаю­
щего V($) на [£, i+е]. Интегрируя уравнение (1) на [£, f+e] с началь­
ным условием z=<p(i) и u=U(s), v—V(s), получим новую позицию (2+е, 
ф(£+е)). Далее весь процесс повторяется. Игра заканчивается, как толь­
ко вектор z=cp(i) попадет на множество М.

Говорят, что игра (1) заканчивается из начальной позиции (t0, z0), 
z0<£M, в момент времени т, если для любого управления V: [т0, 
убегающего преследователь, используя в каждый данный момент време­
ни t доступную ему информацию, может построить свое управление 
U: [т0, tJ-’-jP так, что соответствующее решение z=tp(f) уравнения (1) 
было бы определено на всем [т0, т] и (р(т)еИ.
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Пусть D — многозначное отображение, сопоставляющее каждой точке 
непустое подмножество D(t)'=Rn. Всякую функцию /: [х1; х2]-»-7?", 

Xi>x0, такую, что f(i)<=D(t) для всех te[xlt х2], будем называть сече­
нием отображения D. Рассмотрим теперь многозначное отображение 

Z>T0, такое, что: для любого х>х0 множество D(t)c=Rn выпукло 
и компактно, а множество (J D(f) ограничено в Rn. Для каждого тако- 

го отображения D строятся операторы, аналогичные операторам, введен­
ным в (7).

Определение 1. Оператор ТДх], х2]=Т[х1, х2, £>], т^Хо, сопо­
ставляет каждому подмножеству X<=Rn подмножество ТДхз, х2] (X) 
(быть может, пустое). По определению точка z^T[xi, х2] (X) тогда и 
только тогда, если для любого непрерывного сечения / отображения D на 
отрезке [х15 х2] и любого управления V: [xlt х2]->(? существует абсолют­
но непрерывное сечение ср: [х15 т2]-*Яп отображения D такое, что

ф(*>с(л /(O)<p(o+A(i, л W) 
почти всюду на [т2, х2],

(p(Xi)-=z, ф(т2)еХ.

Далее, по определению положим, что Т[х, х](Х)==Х и T[xi, х2] (0) =Ф, 
где Ф — пустое множество.

Пусть т^Тг^Тз, тогда естественным образом определяется компози­
ция операторов ЗДхз, х2]°Т[х2, т3], а именно

ТЫ т2]оТ[т2, х3](Х)=Т[х1, т2]о(Т[т2, т3](Х)),

где X^zRn — произвольно.
Отметим следующие свойства оператора Т [ х,, х2].
Свойство 1. Если ХсХ', то Т^Хз, т2] (X) <=Т [т2, х2](Х').
Свойство 2. T[xlt х2]°Т[х2, х3] (X)czj,[x1, xs] (X).
Свойство 3. Если X<=^Rn выпукло и замкнуто, то множество 

Т[ Ti, х2] (X) выпукло и замкнуто.
Разбиение co={x1=io<i1< ... <im=T2} отрезка [хь т2], у которого 

точки ti, Q<i<m, являются рациональными числами, будем называть ра­
циональным разбиением.

Определение 2. Пусть и — рациональное разбиение отрезка 
[х15 х2], X^Rn произвольно, положим

2\>[хз, x2](X)=7U, i2]° •. • Zm](X).
Определение 3. Множество 7*[x!, т2](Х), где Х<=7?п, определяет­

ся как пересечение множеств ГДтц х2] (X) по всевозможным рациональ­
ным разбиениям со отрезка [хь х2], т. е.

ТЫ х2](Х) = ПП[х„ х2](Х).
(О

Лемма 1. Пусть x^ZCx2; тогда для любого выпуклого и замкнутого 
множества X~Rn

ТЫ х2](Х)сТ[Т1, t\°T[t, х2](Х).

Теорема 1. Пусть z0^D(x0)- Если существует момент времени х= 
=x(z0) такой, что z0^T[x0, х](М), то из точки (zoxo) преследование за­
канчивается в момент времени х.

Приведем идею доказательства. Пусть убегающий выбрал на 
отрезке [то, х0+е] произвольное управление V. Каждому непрерывному 
сечению / многозначного отображения D на [х0, х0+е] сопоставим в соот­
ветствие множество E(f, F), определяемое как совокупность всех абсо­
лютно непрерывных сечений ср: [х0, т0+е]->7?" отображения D, удовлет­
воряющих условиям

ф(7)еС(7, /(i))cp(O+^(i, Л ЫУ)
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почти всюду па [ т0, т0+е],

ф(то)=2о, ф(то+е)е7<[то, +е, т](М).
В силу условия ZgEj'^To, To+eJoTfro+e, т] (М) (см. лемму 1) и определе­
ния оператора ^[то, т0+е] множество £(/, У) непусто для любого непре­
рывного сечения / отображения D. Можно доказать, что введенное таким 
образом многозначное отображение f-*-E(j, V) имеет неподвижную точку 
(см. (8)), т. е. существует сечение f0^E(f0, У). Последнее, в силу опреде­
ления множества E(f0, У), означает, что z=/0(i) есть решение включения 
z^C(t, z)z+h(t, Р, V(t)), удовлетворяющее условиям fo(T0)==za и 
/о(то+е)еТ'[то+е, т] (JW). ~

Остается заметить, что Т[т, т] (М) =М.
Содержательный смысл теоремы 1 заключается в том, что нелинейная 

дифференциальная игра заменяется игрой, уравнение движения которой 
линейно по z. В этой новой игре вектор z, от которого зависит матрица 
C(t, z), уже считается параметром управления, а сама эта игра рассмат­
ривается в области grD—{[t, z): z^D(t),

2. Эффективность применения теоремы 1 к конкретным дифференци­
альным играм в значительной степени зависит от удачного выбора много­
значного отображения по которому строятся операторы Tfri, т2]
и т2]. Отметим также, что можно указать условия, при выполнении
которых

Г[т0, т](М)=7’[то, т](М).
Последнее равенство позволяет рассмотреть ряд нелинейных дифференци­
альных игр преследования и, в частности, нелинейный вариант контроль­
ного примера (*). Следующий ниже пример носит иллюстративный ха­
рактер.

Пример. Рассмотрим дифференциальную игру, описываемую урав­
нением

z=h(z) z+pu—ov; (2)

здесь z, и, v^-R"; о, р — положительные числа; управляющие параметры 
и, v удовлетворяют ограничениям ||п||^1, ||ы||=С1; скалярная функция 
X,(z) непрерывно дифференцируема на множестве S(r) ={z<=Rn: ||z||s£r}. 
Терминальное множество М состоит из нулевой точки пространства, т. е. 
Ж={0}. Предположим, что л(г)=С0 для любого z<^S(f) и р>о. Тогда не­
трудно показать, что множество Т^О, т](2И), где оператор ТфО, т] опреде­
ляется по многозначному отображению =S{r), содержит в себе
все точки z^S(r) такие, что ||z||^ (р—о) т. Из этой оценки множества 
Г [0, т] (Л/) следует, что в рассматриваемом случае преследование закан­
чивается из любой начальной точки zoe5(r) за время t(z0) =||z||/(p—<j).
Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило
Академии наук СССР 2 II 1976
Москва
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