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НА ПОЛУОСИ

(Представлено академиком В. С. Владимировым 17 III 1976)
Пусть Ег (0, +°°) — гильбертово пространство комплекснозначных функ­

ций со скалярным произведением (х, y)=\x(t)-y{t)dt. Пусть, далее, О
Tk — не обязательно различные комплексные числа такие, что Re Х(<>0, 
a — кратность появления Ха на «отрезке» [Xi, Х2, . .., Ха]. Положим 

=fSK“1e_w, /с=1, 2, ... В настоящей работе находятся критерии того, 
что система {/&*}, а также «близкие» к ней системы составляют безуслов­
ный базис в замыкании своих линейных оболочек.

Согласно работе (*), система ненулевых элементов {кД гильбертова 
пространства Н является безусловным базисом в замыкании (уА; Н) своей 
линейной оболочки тогда и только тогда, когда

{{(и, ик)}^Т- и^Н} =d2VK, (1)

С = р= {da} : У, Ш2-|Ы|-2<«>}. 

fe==l

Для последовательности hk ||/Jall2=(2s;!—2)! (2Re Ха) 1_2s", (у, /&*) =

• По теореме Винера — Пэли (2) класс функций, пред-

ставимых в виде интеграла $y(i)-e zldt, в котором у(ДеА2(0, +°°) и О
Rez>0, совпадает с классом Я2 в (правой) полуплоскости (определение 
этого класса см. (2), стр. 173). Отсюда находим, что система {Ха} состав­
ляет безусловный базис в (Ха, Ь2(0, +°°))=Я тогда и только тогда, когда 

«_ (2 Re Xft) SK~'laФ^ЧХа) kJ I : ФеЯ21=( 
' a=i J

Всюду в дальнейшем предполагаем, что sups/t=p<0°. Используя соот-
h

1

(2sa-2)!'/l
’2. (2)

/ 1+z \
ц----- J , переводящее каждую функцию / из клас-ветствие g(z)

1—z

са Я2 в функцию g из класса Я2 в круге и являющееся изоморфизмом Я2 
на Я2 (см (2), стр. 187), а также теорему 5 работы (3), после некоторых 
рассуждений получаем, что справедлива

Теорема 1. Для того чтобы система {Я&} была безусловным базисом 
в Е, необходимо и достаточно, чтобы

“{П1
5=1

Пусть {z J — последовательность всех попарно различных чисел из 
{Х„}. Тогда условие (3) равносильно следующему:

Xj Ха 
Xj+Ха

|}>0. (3)

(4)
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Теорема 1 в частном случае sA=l, &=1, 2, получена ранее другим 
способом в работе (4).

Согласно теореме Лорча— Гельфанда (5) последовательность {Ай} яв­
ляется базисом Рисса в £ в том и только том случае, если она почти нор­
мирована и является безусловным базисом в Е, т. е., если выполнено усло­
вие (3) и условие:

0<inf Re A„^sup Re X„<°°. (5)

В работе (6) показано, что из условия (5) и условия (4) следует

inf \zn—zftl>0. (6)

С другой стороны, там же доказано, что из (6) и (5) следует (4). Таким 
образом,справедлива

Теорема 2. Для того чтобы система {hh} являлась базисом Рисса 
в Е, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия (5) и (6).

Заметим, что из условия (4) следует неравенство

ERe%„
1+1VI

71 = 1

<оое (7)

Последнее условие, как известно (см., например, (7)), необходимо и до­
статочно для неполноты {hk} в Л2(0, +°°). В работе (7) при условии (7) 
построена биортогональная к {hk} система (в Ь2(Д), +<»)). Поэтому, если 
выполнено условие (3), то коэффициенты базисных разложений по систе­
ме {hk} любой функции / из Е вычисляются эффективно.

Можно указать простые достаточные условия того, чтобы имело место 
неравенство (3). Последовательность положительных чисел {&А} называ­
ют лакунарной, если bk+jbk^h>l, /с=1, 2...

Лемма 1. Если _ лакунарная последовательность, то усло­

вие (3) выполняется.
Доказательство следует из оценок

J-J- I zn+zk I J-T IzJ + lzJ J-l (l+l/V) T1 \ /
k=i k—1 m=i m—i

I^LlsTT >g>0.
' Zn+zk I J-J- l+|z„/zk|k=n+l k—n+1

Из теоремы 1 и леммы 1 получается
Теорема 3. Если {|zk|} — лакунарная последовательность, то {hk} — 

безусловный базис в Е, a {(Re SK~'l2hk} — базис Рисса в Е.
Последовательность hn=a+ina, где а, о>0, удовлетворяет, очевидно, 

условию (3), хотя lim|%n+I/Z„| =1. Таким образом, лакунарность после­

довательности {| |} не является необходимой для базисности {хк}. Слу­
чай вещественных hk в этом отношении — примечательное исключение.

Лемма 2. Если числа zh положительны и упорядочены по возраста­
нию и если выполнено условие (4), то последовательность {+,} лакунарна.

Доказательство. Имеем 1
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при этом 1—2zft/(zn+zft) <1, 2zJ1/(z,l+zft) — К 1, и из условия (3) следует, 
что

mf —---------- 1 =у>0, т. е. zK+1>------ zn.
п ' 2п+2п+1 / 1

Теорема 4. Если — положительные числа, то система {z4 являет 
ся безусловным базисом в Е в том и только том случае, если {zk} — лаку­
нарная последовательность.

Оператор Р: p(f)->u(e_x)-e_x/2=p(«) изометрично отображает Z2(0, 1) 
на Л2(0, +°°), причем ZVfe(ln r1)“B=tr“''e~(fi’£+,/!)x. Используя это, из полу­
ченных выше результатов выводим следующее утверждение.

Теорема 5. Пусть Re0fc>—V2, k=l, 2, ak — уменьшенная на 
единицу кратность появления [}Л на «отрезке» [ръ ^2, • ■ •, М и sup as<+°°. k
Положим wk=PK- [1п(1/£) ]“* и Ei=(wk, L2(0, 1)). Тогда:

а) система {wk} в том и только том случае является безусловным ба­
зисом в Ei, если

|}>0; (8){inf
k - n

для того чтобы система {щ} составляла базис Рисса в Eh необхо-б) 
димо и достаточно, чтобы

— ‘/2 <inf Re sup Re £n < + inf lpn—pftl>0;
в) если последовательность {|'у„+1/2|} лакунарна, где {у,,} — все по­

парно различные числа из то система wh является безусловным ба­
зисом в Ei (но не наоборот}');

г) если числа [К вещественны, то последовательность wh составляет 
безусловный базис в Ег тогда и только тогда, когда {ул+’/г} — лакунарная 
последовательность.

Утверждение 2) теоремы 5 в частном случае aft=0, 7с=1, 2, полу­
чено ранее другим путем в работе (8).

Выясним теперь смысл условия (3) в случае sft—1, k—l, 2, ... Пусть. 
р3- — расстояние элемента е_г‘/х от (е~Ккх, k^y, L2(fi, °°)). Тан как e~’"tX= 
—p^n-'h и р _ изометрический оператор, то pj равно расстоянию сЦ эле­
мента от к=&у, L2(Q, 1)). Но (см. (9), стр. 26—28) 

fe=/=j

и справедлива
Теорема 6. Пусть sft=l, k=i, 2,.. . Система {e_A'tX} составляет безу­

словный базис в Е тогда и только тогда, когда последовательность 
{yRe Л.;е_1/Х} равномерно минимальна.

Определение равномерно минимальной системы приведено в (8).
Следствие. Система {£Хк}, где Re%^>—’/г, является безусловным ба­

зисом в Ei тогда и только тогда, когда последовательность ]/Re Хь+'М’1* 
равномерно минимальна.

Для случая, когда числа вещественны, последний результат полу­
чен ранее иным способом в (8).

Рассмотрим вопрос о базисности «близких» систем в замыкании своей 
линейной оболочки. Следующее утверждение является некоторым обоб­
щением известной теоремы Н. К. Бари (5).

Лемма 3. Пусть Н — гильбертово пространство, hh, gk.—H, hk — базис 
Рисса в (hh, Н), система {g\} минимальна и квадратично близка к hy.

со

Л=1

(9)
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Тогда gh — базис Рисса в (gk; Н). 
Доказательство. Так как — базис Рисса в (Я*; Н), то соглас­

но работе (‘) оператор Т:
(Тх)к=(х, hk), к=1, 2, 

отображает Н на Я Оператор Л: (Лж)А=(ж, gk—hk), к=1, 2, ..., в силу 
условия (9) будет вполне непрерывным оператором из II в 12. Тогда опе­
ратор 7'2:

(Т2х)к=(х, gk), k—i, 2, ____
является нормально-разрешимым оператором, т. е. Т2(Н) =Т2(П) ■ Кроме 
того минимальность {gk} эквивалентна существованию биортогональной 
системы к {gj. Поэтому множество Т2(Н) содержит все орты и плотно 
в 12. Итак, Т2(Н) =Т2(Н) =12, и {gk} — базис Рисса в (gA; Я).

Лемма 4. Пусть {gj — минимальная система, {hk} — безусловный 
базис в (hk, И) и

Ellgb—M2

ИМ2
fc=i

(10)

Тогда {g„} — безусловный базис в (gA; Н).
Доказательство. Пусть GA=gs/||7tJ|, Hk=hk/\\hk\\. По условию

Нк — базис Рисса в (ЯА; H) = (hk, Я) и £ ||ЯА—GA||2<°°. По лемме 3 Gk — 71=1
базис Рисса в (GA; Я)=^А; Я) и, следовательно, gk — безусловный базис 
в (gA; Я).

Теорема 7. Пусть выполнено условие «близости» (9) (соответствен­
но (10)). Тогда следующие утверждения равносильны:

а) {»*} ~~ минимальная система и {й*} —базис Рисса (соответственно 
безусловный базис) в (hk; И)

б) {hk} — минимальная система и {gj — базис Рисса (соответственно 
безусловный базис) в (gk; И).

Применим теорему 7 к системе -ф*(я:) =ж"‘_1е_’-'!Ж(1+и’А(я:)), гте по- 
прежнему Re ХА>0, sup sk<°°. Предположим, что x**~1e~’L’‘xWit (х) ^L2 (0, +°°) k
и что система {a;s't_1e“?'£X} неполна в Л2(0, +°°) (последнее предположение 
эквивалентно условию (7), обеспечивающему существование биортого­
нальной с {ж8к~1е~1,':с} системы и минимальность системы {/iA}).

Теорема 8. Пусть У ||ж®8_1е“1''‘)си;А(ж) ||2<°° (соответственно Й=1
У || (Re kk)SR~'3xSk~le~>"‘xWk(x) ||2<°°) и выполнено условие (7). Тогда сле- k=i 
дующие утверждения равносильны:

1) {ipk(x)j — базис Рисса (соответственно безусловный базис) в (фА; 
Я(0, +«>));

2) система минимальна и выполнены условия (4), (6) (соответ­
ственно условие (3)).
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