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О СПОСОБЕ НАХОЖДЕНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ 
ОТРАЖАЮЩЕЙ ФУНКЦИИ НЕЛИНЕЙНОЙ 

КВАЗИПЕРИОДИЧЕСКОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ 
С ДВУХЧАСТОТНЫМ БАЗИСОМ

М.С. Белокурский

Рассмотрим дифференциальную систему

𝑥̇ = 𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑡 ∈ R, 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛)T ∈ R𝑛, (1)

с непрерывной по совокупности переменных и непрерывно дифференцируемой по x пра-
вой частью. Как известно, отражающая функция Мироненко [1, с. 62] определяется через
общее решение дифференциальной системы. Вектор-функция 𝐹 = 𝐹 (𝑡, 𝑥) : 𝐷(𝑋) → R𝑛

является [1, c. 63] отражающей функцией системы (1), тогда и только тогда, когда она
удовлетворяет так называемому основному соотношению 𝐹𝑡 + 𝐹𝑥𝑋(𝑡, 𝑥) + 𝑋(−𝑡, 𝐹 ) = 0
и начальному условию 𝐹 (0, 𝑥) ≡ 𝑥. Метод отражающей функции является удобным ин-
струментом качественной теории дифференциальных уравнений, поскольку позволяет ре-
шать такие важные задачи, как, например, проблема центра-фокуса. Отсюда возникает
вопрос: как найти отражающую функцию, не зная решения дифференциальной системы?
Для решения этой задачи мы исходную систему пытаемся свести к системе, отражаю-
щую функцию которой мы знаем, и установить их эквивалентность (в смысле совпадения
отражающих функций). Помочь в этом может следующий результат [2].

Теорема. Пусть 𝑋(𝑡, 𝑥, 𝜓) и 𝜓(𝑡, 𝑥) – непрерывно дифференцируемые вектор-функции,
причем 𝑋(𝑡, 𝑥, 𝜓) имеет период 𝜔1 по 𝑡, а 𝜓(𝑡, 𝑥) – период 𝜔2 по 𝑡. Если отражающая
функция системы

𝑥̇ = 𝑋(𝑡, 𝑥, 𝜓(𝑡, 𝑥)) (2)

имеет период 𝜔1 по 𝑡 и выполнено равенство

lim
𝑇→∞

1

2𝑇

∫︁ 𝑇

−𝑇

𝜓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡 = 0, (3)

то система (2) эквивалентна периодической по 𝑡 системе 𝑥̇ = 𝑋(𝑡, 𝑥, 0) в смысле совпа-
дения отражающих функций.
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Эту теорему можно применять для нахождения отражающей функции квазипериоди-
ческих систем, что проиллюстрирует следующий пример. Рассмотрим уравнение

𝑥̇ = cos 𝑡+ 8(𝑥3 sin 𝑡− 3𝑥2 sin2 𝑡+ 4𝑥 sin3 𝑡− 2 sin4 𝑡) cos3
√

5𝑡. (4)

Решить его обычными методами мы не можем, однако можем найти его отражающую
функцию.

Пусть 𝜓(𝑡, 𝑥) := cos3
√

5𝑡. Проверим выполнение условия (3) из следствия:

lim
𝑇→∞

1

2𝑇

∫︁ 𝑇

−𝑇

cos3
√

5𝑡𝑑𝑡 =
3

4
√

5
lim
𝑇→∞

1

2𝑇
2 sin

√
5𝑇 +

1

12
√

5
lim
𝑇→∞

1

2𝑇
2 sin 3

√
5𝑇 = 0.

Тогда уравнение 𝑥̇ = 𝑋(𝑡, 𝑥, 0) имеет вид 𝑥̇ = cos 𝑡. Его отражающая функция
𝐹 (𝑡, 𝑥) = 𝑥− 2 sin 𝑡 имеет период 2𝜋 по 𝑡. Теперь необходимо проверить, будет ли функция
𝐹 (𝑡, 𝑥) = 𝑥 − 2 sin 𝑡 отражающей функцией уравнения (4). Подставив 𝐹 (𝑡, 𝑥) в основное
соотношение для отражающей функции уравнения (4), можно легко убедиться, что оно
выполняется.

Таким образом, отражающей функцией уравнения (4) является 𝐹 (𝑡, 𝑥) = 𝑥− 2 sin 𝑡.
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К МНОГОТОЧЕЧНОЙ ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ
С МНОГОТОЧЕЧНЫМ НЕРАЗДЕЛЕННЫМ КРАЕВЫМ УСЛОВИЕМ

НА ФУНКЦИЮ СОСТОЯНИЙ

А.Н. Бондарев

Изучается задача построения возможных управлений 𝑢 ∈ 𝐶(𝐼,R𝑟) и соответствующих
функций состояний 𝑥 ∈ 𝐶1(𝐼,R𝑛) на основе системы соотношений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥+𝑄(𝑡)𝑢, (1)

𝑥(𝜏𝑠) = 𝑥𝑠, 𝑠 = 0,𝑚, (2)

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖𝑥(𝑡𝑖) = 0, (3)

где 𝐴∈𝐶(𝐼,R𝑛×𝑛), 𝑄∈𝐶(𝐼,R𝑛×𝑟), 𝐼=[0, 𝜔], 0=𝜏0<𝜏1<... <𝜏𝑚6 𝜔, 0 6 𝑡1<𝑡2<...<𝑡𝑘 6 𝜔.
Соотношения (2) представляют собой условия из работы [1]; которые относятся к раз-

деленным краевым условиям; (3) – дискретный аналог изопериметрических ограничений
на функцию состояний [2, с. 19], в более общем виде это условие может быть записано так
[3, с. 41]

𝜔∫︁
0

𝑑Φ(𝜏)𝑥(𝜏) = 𝑏,


