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Пусть к — поле, всякий ли проективный к[Х{,..., Хп]-модуль свобо­
ден? Этот вопрос был поставлен Ж. П. Серром (4). Ниже будет показано, 
что ответ положителен.

Все рассматриваемые кольца предполагаются коммутативными, все 
модули — унитарными. Для 4-модуля М через М[Х1:... Хп] обозначает­
ся, как обычно, A[Xt,. .. , XJ-модуль M^A[XY,.. ., Хп]. Элементы этого 

А
модуля представляются в виде многочленов от Хь ..., Хп с коэффициен­
тами из М. Будем отождествлять элементы из 71/ с соответствующими 
многочленами нулевой степени. Если aeHomA(#, N), то а канонически 
продолжается до 4[Х,..., Хп]-гомоморфизма M[Xi,..., Хп]-+
-^N[Xi,..., Хп]^ который мы будем обозначать той же буквой а.

Через Р(4) обозначим класс всех конечно-порожденных проективных 
4-модулей. Если Л, Р2^Р(4), то положим UmA (Р1? Р2) (с=НотА(Р1, Р2)) — 
множество расщепляющих мономорфизмов. Будем писать Oi^o2 
(oi^UmA(P1, Р2)) в том случае, когда о2=тох при некотором T^AutP2 
(что равносильно coker о^сокег о2).

I. Допустимые гомоморфизмы. Пусть В — кольцо, Р,Ре 
еР (В) .Гомоморфизм Q^jiP—»РфР будем называть допустимым, если

U 7гфа*=1р при некотором m и ^Hom (Р, Р). 
г=0

Лемма 1. Если ^ ~ ( р )—допустимый гомоморфизм, то а) ое 

eUm(P, Р®Р), б) для любых с^В, veHom(P, Р) гомоморфизм 
^а -|- vf^-J- с 1Р^ является допустимым.

допустимого ^ = (

(а + с • 1 р \ /а + (с + &) • 1р 
Р / \ Р

Лемма 2. а) 91 (о) является аддитивной подгруппой В, 
^ ^ (р)=^(а”|р) пРи л™бом v^l!om(F, Р).

Если m — натуральное число, ^еНопЦР™, Bm), то через § будем обоз­
начать эндоморфизм, взаимный к £ (таким образом, i*t=^^ 
=deta)4B“).

Лемма 3. Предположим, что Р — модуль постоянного ранга ш, 
о= ^ —допустимый гомоморфизм, q?eHom (Р, В), ip^Hom(Pw, Р).Если 
положить

р ) положим 91 (о) = |<Ь ^ В: при любом с^В

/ Ф Р \
/ Ф р а \

0 = 1 : еНот(Р, Bm), & = det(6^),
\ Р а™-1'
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то ^(о)^Ь-В.
Доказательство. Положим

О ... 00
1 ... о о

8 - I

\0 1 О

ЕЕ Hom (Вт^ Вт), л ^
1 \
? Is Нот (В, Вт),

Тогда Й-т] = 6'1вт,

ц=гр- (0гр).

т]-0=&-1Р, [TjeOJ^^^^rie^O^O и, следовательно,
/1 р 4 г]еО Л^Ф

Т = 0 к е Aut (Р ф F).

Легко видеть, что р 7 ). Аналогично 
/ a + (с + Ь) • 1 р \

При любом с^В, т. е. бей (а). Заменив гр на гр-

J0. . .0 
01 . . .0

|, получим 
00...1 /

6-de?l(o).
F Л е м м а 4. Пусть — ( р ) “ допустимый гомоморфизм и ф£ 

eHom(f, В) таков, что ф^О. Предположим, что В — поле и dim Р=т. 
Тогда существует v^Hom(F, Р) такой, что элементы ф[3, фР(а+^),...

о=

..., ф^(а+у^) w-1^Hom(P, В) линейно независимы.
Индукцией по А(=0, 1,. .., т—1) докажем существование vk такого, 

что фР, ф^(аЪ,^),..., ф^аЪ^)^ линейно независимы. Предположим^ 
что k<m—i и yk уже построено. Если ф^(аЪ^)ж^5-ф^+... 
... +В’ф^(аЪй^)А, то можно взять ^+1=^. В противном случае положим

Л= А кег(ф[ЦогН^)г), А = А ker(ф^(a+v^)г).

Очевидно, dim Р^т—k—1>0, dimP2=^-^ кроме того, (a+vAp)PicPi. 
Из допустимости

Р(р)=#О. Найдем v': F-+P2, чтобы v' ^(р))^Р{, и положим Va+^Va+v'.
Из лемм 2 и 3 следует, что, если Р — модуль постоянного ранга т и 

0= [ —-^ — допустимый гомоморфизм, то

51 (о) ZD det
V, Ф, Ф

вытекает существование p^Pi, для которого

а из леммы 4 — что последний идеал не содержится ни в каком максималь­
ном идеале В, так что 91 (о) =В.

Лемма 5. Если □ = (“) — допустимый гомоморфизм, то, а ~ 
/а + 6-1р\

— р у при любом Ь^В.
В том случае, когда Р имеет постоянный ранг, утверждение уже было 

доказано выше. Общий случай легко сводится к этому.
Предложение 1. Пусть В=А[Х]; Р=Р0[Х], (2=(2о[Х]еР(В);

По, щ^ишлфо, ^о), причем Оо+Хо^итв^,!?). Тогда o0~cFo-X'cf1~cf1.
Отождествив Ро с прямым слагаемым ^0 при помощи Oi, мы можем счи­

тать, что^0=Аф^о ип1=^ * ). Запишем о0 в видео0“( р ): Pq-^Po ® Ро-
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Из унимодулярности а0 + Х^ = (° р ^ ) легко следует, что п0 = ( “ ) — 

допустимый гомоморфизм. Теперь лемма 5 показывает, что Оо^о+Хщ^ 
~Oo+(Ti. Применив те же рассуждения к щ+Хсо^итДЛ СО, получим 
Щ~щ+Хо0~01+с1о.

II. Почти изоморфные модули. Будем называть конечно-по­
рожденные проективные Л[Х]-модули М к F почти изоморфными в том 
случае, когда существует мономорфизм X: M-^F такой, что coker Л —ко­
нечно-порожденный Л-модуль (подобный мономорфизм будем называть 
почти изоморфизмом). Легко видеть, что мономорфизм X является почти 
изоморфизмом в том и только в том случае, когда ^(M^j-F при некото­
ром унитарном многочлене /, а для почти изоморфности М и F необходимо 
и достаточно, чтобы S~1M=S~1F, где S — мультипликативная система уни­
тарных многочленов. Хорошо известно, что почти изоморфные модули ста^ 
бильно изоморфны (см. (5)).

Теорема 1. Пусть М u F=F0[X] (где Р0^Р(Л)) — почти изоморф­
ные модули, тогда M=F.

Отождествив М при помощи некоторого почти изоморфизма с подмоду­
лем F, будем считать, что F^M^f-F, где f=Xn+aiXn~i+...+an^S. Положим 
F^F^X-F,® ...&Хп-'Р0, Р0=ММ\. Тогда F^F^f-F, M=P0®j-F и, 
следовательно, Р0^Р(Л). Если p^P^F^ то X-p^(Po®f’F)r\(Fi®f-Fo)=‘ 
=Po®f-Fo. Таким образом, Х-р=а(р)®]-$(р), где а^НошА(Ро, А), 
Р^НотДРо, Ро). Через /: Р0[Х]-^М обозначим Л [X]-гомоморфизм, полу­
чающийся продолжением канонического вложения Ро G М. Легко видеть, 
что последовательность

(*“а)
0->Р0[Х] X Ро [Х]®р0[Х]—Дм-^о

точна. Поскольку МееР(В), то ^^ a)EUm(P0[X], Ро [X] ф Ро [X]), 

и в силу предложения 1 Р р ”) — (о)’ т- е- ^ = coker р^ а j ^F = 

= coker (J) .

Следствие. Пусть B=C[Yi,..., Yn], f^B,— многочлен, унитарный 
по У/, M,F^P(B) и M^Ff. Предположим, что F — расширенный модуль 
(т. е. Р^Р0[Х1?..., Хп] при некотором F0^P(C)), тогда M=F.

III. Основные результаты.
Лемма 6 (см. (2), лемма 4.2). Если Л — нётерово кольцо, 8— идеал 

в А[Х] и ЯсЛ — идеал старших коэффициентов многочленов из 53, то 
ht ,$Y^ht А[ху& •

Для кольца B=C[Xi,. . . ,ХП] через Sn обозначим мультипликативную 
систему, состоящую из всех многочленов /, удовлетворяющих при всех до­
статочно больших m условию Um: после замены переменных Х1 = У1, Х2=
=У2+У1т,.. ., Х^Уп+У/™” ^многочлен / становится унитарным по УР

Используя лемму 6 и индукцию по п, получаем:
Лемма 7. Если С — нётерово кольцо, то dim 5n_1B^dim С.
Будем говорить, что F^V(B] удовлетворяет условию сокращения, если 

из того, что F стабильно изоморфен F\, следует F=Flt
Теорема 2. Пусть С — нётерово кольцо, B=C[Xi,Хп], F^P(В), 

rankP>dimC. Тогда а) если F — расширенный модуль, то F удовлетво­
ряет условию сокращения, б) если С — регулярное кольцо, то F — расши­
ренный модуль.

Если F стабильно изоморфен М, то и Sn~lF стабильно изоморфен 8п~1М. 
Поскольку rank 5n“1F>dim Odim 8п^В, то согласно теореме Басса о со­
кращении (см. С), гл. IV) Sn~iM=Sn~iF и, следовательно, Mf=Ff при не-
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котором f^Sn- Теперь следствие к теореме 1 показывает, что M=F. Утверж­
дение б) следует из а) и теоремы Гротендика (см. С), гл. XII);

ТеоремаЗ*.  Если С — дедекиндово кольцо, то всякий конечно-порож­
денный проективный С[Х{,..., Хп]-модулъ F является расширенным. 
Если С — область главных идеалов, то F является свободным модулем.

* Как стало известно автору в последнее время, теоремы 1 и 3 были независимо 
получены Куилленом.

IV. Симплектические модули. Если С — кольцо, В—С-алгеб- 
ра и $^Pic С, то ф-симплектическим 5-модулем мы будем назы­
вать модуль Р^Р (В), снабженный невырожденной билинейной кососим­
метричной формой <•,•>: РХР-^^В. Если Q^P(B), то положим Р= 

с
=9®Нотв(^, $®В) и <^®(fi, ^2фф2> =Ф1 (^2) —<рг(^i)- Полученный ^-сим- 

с
плектический В-модуль будем обозначать H^(Q). Положим Н^=Н^ (В), 

Н^ п = Н^ (Вп) = Н^ .1 ff$l £ ff$ (-L — ортогональная прямая сумма. 

Из теоремы 3 легко следует
Теорема 4. Пусть С — дедекиндово кольцо, $ePicC. Тогда всякий 

^-симплектический С[Хх,..., Хп]-модуль изоморфен Н^ >т при некото­
ром тп.

Предложение 2. Если $ePic С и В — нётерова С-алгебра такая, что 
dimB^2, то стабильно изоморфные ^-симплектические В-модули изо­
морфны.

Теорема 5. Если С — регулярное коммутативное кольцо, такое, что 
dimt=2 и 2С=С, то всякий конечно-порожденный проективный 
С [Xi,..., Хп]-модулъ является расширенным.

В силу теоремы 2 достаточно рассмотреть модули ранга 2. Если Р — 
такой модуль, то A2P^Pic (C[Xi,..., Хп]), и, следовательно, А2Р= 
=?[Xi,..., Хп] при некотором $ePic С. Наделим Р структурой ^-симплек- 
тического модуля, положив (pi, P2y=Pi/\p2. В силу теоремы Каруби (3) 
(Р, <•,•>) стабильно изоморфен (P0[^i,... Дп]; <•,•>), где (Ро;<‘,^)~ 
некоторый ф-симплектический С-модуль. Поскольку (Sn^P, < •, • >) и 
(^„“TotXi,... ,ХП]; <•,•>) стабильно изоморфны и dim 5n“1C[Xi,... 
...,In]C2, то (см. предложение 2) (^п-^; <•, •>) = (5п"1Ро[Х1,... ,ХП]; 
<•, •>) и, в частности, Sn^P^Sn^PolXi,..., Хп]. Теперь так же, как при 
доказательстве теоремы 2, получаем Р=Р0[^, •••, Хп].

Замечание. Можно показать, что теоремы 2 и 3 справедливы также

для кольца С[Х.,..., Xk, Х^ ,..., Х^1 ].
Гипотеза: если С — регулярное кольцо такое, что т-С=С при всех 

Hw<dimС+1, то всякий конечно-порожденный проективный C[Xi,... 
..., Хп]-модулъ является расширенным.

Примечание при корректуре. Используя одну теорему Мурти (см. (6)), 
можно показать, что условие С=2-С является излишним для справедливо­
сти теоремы 5.

Ленинградский государственный университет Поступило
им. А. А. Жданова 26 II 1976
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