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ОПТИМИЗАЦИЯ В УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ

1. Многие задачи построения оптимальных систем связи, радиолока­
ции, управления сводятся к минимизации средней функции потерь (*, 2)

7(c)=ATz{F[e(z,c) ]} = Jp(z)7'[e(z,с) ]tZz -> min, (1)
z

где 7^[e] — функция потерь, e(z, с) — отклонение действительного резуль­
тата от желаемого, z — случайный вектор с плотностью распределения 
р (z) =р (z |с*), с — вектор параметров — решение; выбор с=с* минимизи­
рует среднюю функцию потерь (1).

Если p(z) известно, то (1) соответствует задаче оптимизации 
в условиях риска. Если же p(z) неизвестно, то (1) соответствует 
задаче оптимизации в условиях неопределенности.

При формулировке и решении задач оптимизации целесообразно их 
подразделить на два класса:

1) задачи моделирования, для которых первостепенным яв­
ляется величина минимума потерь 7*=min J (с);

С

2) задачи оценивания, для которых первостепенным явля­
ется оптимальное решение c*=arg min 7(c).

С

2. Для нахождения оптимального решения с=с* при неизвестной p(z) 
широко используются вероятностные итеративные алгоритмы или адап­
тивные алгоритмы типа стохастической аппроксимации (2)

с[и]=с[ге—1]—r[n]F'[e(z[n], с[тг—1]) ] Vce(z[n], с[м—1]), 
с[0]=с„ (2)

где Г[п]>0 — некая положительно определенная матрица и, в частности, 
диагональная, F'[в] — производная функции потерь, a Vce(z, с) — гради­
ент по с отклонения е ( z, с).

Несмотря на выполнение условий сходимости (3) адаптивных алго­
ритмов (2), они часто оказываются неэффективными, а оценки с[лг], по­
рождаемые ими, обладают нестабильностью. Причина этого в значитель­
ной мере состоит в произволе, связанном с выбором функции потерь 
F[e], и в неучете имеющейся априорной информации. Возникает задача 
такого учета априорной информации, при котором эффективность адап­
тивных алгоритмов повысилась бы и даваемые ими оценки обладали бы 
стабильностью.

3. Покажем, что учет априорной информации сводится к выбору над­
лежащей функции потерь. Для этого введем понятие средней меры 
неопределенности

Я(с, с’) =7 (с) —7(с‘) = Jp(z){F[e(z,c)]-F[e(z,c,)]}dz. (3)
Z

Предположим, что мера неопределенности

F[e(z, c)]-F[e(z, с*)]=G[p(z|c); p(z|c*)J (4)
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удовлетворяет условиям выпуклости, дифференцируемости и аддитив­
ности. Последнее означает, что мера неопределенности для статистически 
независимых двух случайных векторов равна сумме их мер неопределен­
ности. Эти условия однозначно определяют меру неопределенности (4).

G[p(z|c); р (z|c*) ] = log ——. (5)
p(z|c)

Из (4) и (5) следует, что

Me(z, c)]=-logp(z|c). (6)
Поскольку log р (z, с) представляет собой функцию правдоподобия (5), 

то из (6) следует, что функция потерь равна функции неправдоподобия. 
Подставляя (6) в (1), получим среднюю функцию неправдо­
подобия

/(с)=—7Hz{logp(z|c)}=— Jp(zlc*)logp(z|c)dz. (7)
z

Функцию потерь, определяемую равенством (6), назовем согласо­
ванной.

При с=с* из (7) находим минимальное значение средней функции 
потерь или для согласованной функции потерь — минимальное значение 
средней функции неправдоподобия

7(с*)=—jp(z|c*)logp(z|c*)cZz. (8)
Z С

Минимальное значение средней функции неправдоподобия (8) совпа­
дает с относительной энтропией или мерой количества информации Шен­
нона (4).

4. Для несогласованной функции потерь 7J,[e(z, с)] — 
=—log q (z | с) средняя функции потерь

/д(с)=—Mz{loggr(z|c)}=— Jp (z | c*) log q (z|c) dz (9)
z

отличается от средней функции неправдоподобия (7). Предположим, что 
/д(с) достигает минимума при с=сд* и, в частности, сд‘ может быть равно 
с*. Полагая в (9) с=с* и вычитая 7д(сд‘) из J(с*) (8), получим

7(с*)-/д(сд*) = Г p(z|c*)log dz. (10)
J p(z|c )
z

Используя очевидное неравенство log (g/p)<g/p—1, из (10) находим

J(c‘)^7g(cg*), (11)

причем равенство достигается лишь при q=p. Отсюда следует, что для 
согласованной функции потерь величина минимума средней функции по­
терь наименьшая. Этот вывод служит дополнительным обоснованием рас­
пространенного в статистике метода максимального правдоподобия (5) 
и принципиально решает задачу оптимизации в условиях риска. Апри­
орная информация, состоящая в знании распределения p(z), полностью 
определяет функцию потерь, а значит, и среднюю функцию потерь, совпа­
дающую со средней функцией неправдоподобия.

5. Часто столь полная априорная информация, как знание распреде­
ления p(z), отсутствует. Поэтому согласованную функцию потерь (6) оп­
ределить невозможно. Различные приближения к согласованной функции
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потерь, вытекающие из эвристических соображений, как правило, приво­
дят к неэффективным алгоритмам, дающим нестабильные оценки. Однако 
в нашем распоряжении обычно имеется неполная априорная информация, 
например, принадлежность плотности распределений p(z) какому-либо 
классу .5^, характеризуемому ограниченностью моментов, сосредоточен­
ностью p(z) в заданном интервале и т. и. Эти сведения позволяют сфор­
мулировать вариационные задачи, решения которых определяют наиме­
нее благоприятные распределения p0(z|c), а значит, согласно (6), и наи­
менее благоприятные функции потерь Fo [ е ]. Такие функции потерь Fo [ е] 
можно назвать гарантирующими, так как они для любого распреде­
ления заданного класса распределений дают меньшее минимальное зна­
чение функции потерь или менее чувствительное решение.

Для задачи моделирования вариационная задача опреде­
ления наименее благоприятного распределения формулируется следую­
щим образом:

7(с)=— p(z|c*)logp(z|c)cZz maxmin (12)
J р
z

при дополнительных условиях

Jp(z|e)dz=l, р>0, (13)
Z

Определяемое этой вариационной задачей наименее благоприятное 
распределение доставляет средней функции потерь или, что эквивалентно 
(при с=с‘), мере информации Шеннона максимальное значение.

Для задачи оценивания целесообразно от средней функции 
потерь потребовать минимальную чувствительность по отношению к оце­
ниваемому решению с=с*. Поскольку при оптимальном решении

V7(c*) = J p(z|c*) Vclogp(z|e’)dz=0, (14)
z

то чувствительность 7(c) при с=с* определяется матрицей вторых произ­
водных

I=\2J{e*)= Jp(z|c*) Vozlogp(zlc*)dz, (15)
z

представляющей собой информационную матрицу Фишера (5,6).
Вариационная задача определения наименее .благоприятного распреде­

ления для задачи оценивания формулируется следующим образом:

7(c) =— Jp(z|c’)logp(zlc)cZz min; (16)
z

I=N 2J(e') = Jp(zlc’) Vc2logp(z|c*)tZz ->
z

min
p

(17)

при дополнительных условиях (13). Решение этих вариационных задач 
определяет в конечном итоге функцию потерь (6), а тем самым и адаптив­
ный алгоритм (2), обладающий свойством стабильности и помехоустойчи­
вости. Результаты решения вариационных задач для наиболее естествен­
ной априорной информации сведены в табл. 1, где наряду с гарантирую­
щими функциями потерь F,[е] приведены их производные TVfe], фигу­
рирующие в адаптивном алгоритме.
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Таблица 1

№ п. п.
Задача моделирования 

J* = min J (с) 
с

Задача оценива­
ния с * =

— arg min J (с) 
с

Гараптирую£цая 
функция потерь

И
Производная

Fo' [е]

p(z) любое

\ z2p (z) dz < 52
Z

! z | р (z) dz я
Z

Р (z) = (1 — я) р0 (z) + oipi (z)
Р0(д) нормальное
\ 32pft(z)dz = s2fc, к = 0,1, 
i 312>бо2

po(z) нормальное

I z | pi (z)dz а
Z
po(z) равномерное

z2pi (z) dz < Si2
z

Po(z) равномерное

] z I Pl (z) dz я
Z

р (0) = я > О

pi (z) любое

pi (s) любое

1

2

3

4

5

6

Отметим, что функции вида 4 табл. 1 для задачи оценивания были 
найдены из иных соображений в работах (7,8). Использование гаранти­
рующих функций потерь Fo [ е ] в адаптивных алгоритмах повышает их 
эффективность и придает оцениваемым решениям свойство стабильности.
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