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В заметке изучаются свойства непрерывных образов упорядоченных 
пространств. Как известно, упорядоченные пространства являются на­
следственно нормальными. Неразъясненные обозначения и определения 
можно найти в (*). Если Х(Х) — кардинальнозначная функция на топо­
логическом пространстве X, то через hT{X) обозначается sup {Х(У): Y — 
подпространство X}. Все отображения предполагаются, если не оговорено 
противное, непрерывными и «на», а пространства — Т2. Подпространства 
линейно упорядоченных пространств (л.у.п.) обычно называются обоб­
щенно упорядоченными пространствами (о.у.п.) (см. (2)). Трейбигу 
принадлежит результат о том, что бикомпактное о.у.п. является линейно 
упорядоченным бикомпактом (л.у.б.), т. е. базу топологии образуют от­
крытые интервалы (3). Но в работе (2) показывается, что пи открытые, 
ни замкнутые подпространства л.у.п., вообще говоря, не являются л.у.п. 
Следующий результат принадлежит Трейбигу и помещен в (3).

Р1. Если произведение двух бесконечных бикомпактов X, Y является 
образом л.у.б., то X и Y мет ризу емы.

Этот результат в настоящей заметке получает в классе о.у.п. оконча­
тельное обобщение.

Определение 1. Подмножество В линейно упорядоченного множе­
ства X называется выпуклым в X тогда и только тогда, когда для 
любых двух точек а, Ъ^В имеем [а, 6]={жеХ: а^х^Ь}^В.

Определение 2. Выпуклой компонентой х в множе­
стве М^Х назовем максимальное выпуклое в X множество В со свойст­
вом х^ВсхМ.

Легко проверяется, что выпуклая компонента однозначно определена 
для каждой точки х^М и что выпуклые компоненты различных точек из 
М либо совпадают, либо не пересекаются.

Предложение 1. Если X —о.у.п., то выпуклые компоненты точек 
открытого множества U^X открыты в X, выпуклые компоненты точек 
замкнутого множества Fc-X замкнуты в X.

Определение 3. Пусть X — линейно упорядоченное множество. 
Отображение /: X-+Y называется легким (4), если для каждой точки 
y^Y и для каждой точки x<sf~ly выпуклая компонента х в /_1г/ есть сама 
точка х.

Теорема 1. Пусть К —о.у.п., Y—T(-пространство и f: K-+Y — ото­
бражение.

Тогда существуют: а) о.у.п. X; б) легкое отображение g: Х->У;
в) замкнутое отображение ср: К-»-Х. При этом f=g<p. Если f было замкну­
тым, то замкнуто и g; если f было открытым, то открыто и g.

Доказательство. Так как У—Т^пространство, то /~'у замкнуто 
в К. По предложению 1, f~ly распадается на выпуклые в К замкнутые 
компоненты. Пусть &={В: найдется W=Y: В есть выпуклая компонента 
f~ly}. Легко проверяется, что есть непрерывное разбиение К. Можно 
проверить, что на элементах 5? можно естественным образом ввести ли­
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нейный порядок, положив В{<В2 тогда и только тогда, когда для любых 
точек х^В,, х2^В, имеем Xi<x2. Положим X=KJ9l и <р: К->X — естест­
венное отображение пространства К на пространство разбиения X. Мож­
но проверить, что на X фактор-топология является топологией о.у.п. для 
введенного таким образом порядка. Теперь положим gx=fq>~'x для каж­
дой точки х^Х. Можно проверить, что g удовлетворяет всем требованиям 
теоремы 1.

При легких отображениях некоторые «хорошие» свойства образа пе­
редаются к прообразу, например, справедлива

Теорема 2. Пусть К —о.у.п., Y—Ti-пространство и f: K-+Y — легкое 
отображение.

Тогда В частности, если Y удовлетворяет 1-й аксиоме
счетности или в Y каждая точка есть Gt,, то К удовлетворяет 1-й аксиоме 
счетности.

Предложение 2. Пусть X — л.у.б., М — плотное подмножество X 
и х^Х, причем %(х,Х)=т>80. Пусть QT — пространство трансфинитов, 
не превосходящих первого мощности т.

Тогда существует гомеоморфное и сохраняющее порядок отображение 
«в» ср: йг->-Х, при котором срсот=ж, и если —непредельный трансфинит, 
то

Теперь легко доказать, что если X о.у.п., то %(«, X) есть регулярное 
кардинальное число для каждой точки х^Х.

Из предложения 2 методом «от противного» выводится теорема 2. Для 
доказательства также необходимо заметить, что при легких отображениях 
образ неизолированной точки х^К есть неизолированная в У точка.

Предложение 3. Пусть К — счетно-компактное о.у.п., Y — биком­
пакт счетного характера, f: K-^-Y — замкнутое отображение и Х=[Л7], 
где М — взаимно однозначный прообраз Y.

Тогда X — л.у.б. счетного характера.
Теорема 3. Пусть К —о.у.п. Если существует замкнутое отображе­

ние fi K-+Y, то г(У)^ф(У)<Агс(У)<Ас(У)=с(У). Если с(У)<К0, то 
Y — совершенно нормальное наследственно финально-компактное про­
странство Фреше — У рысона.

Доказательство, а) Пусть М — дискретное подпространство У, 
{Uy. у^М} — семейство открытых подмножеств У таких, что для каждого 
у^М имеем Uyl\M=y. Пусть Vy=f~lUy. По предложению 1, Vy распадает­
ся на выпуклые открытые компоненты Wa. Пусть 7={РУа: Waflf^Af^A, 
а^А}. Легко проверить, что никакое не содержится в сумме осталь­
ных множеств из у. Но тогда каждое Wa может пересекаться не более 
чем с двумя другими множествами из у и можно построить по у систему 
6={Ga: а^А}, состоящую из дизъюнктных, выпуклых, открытых и не­
пустых подмножеств К и покрывающую f~lM. Для каждого у^М одно- 
значпо определено Л (у) такое, что /_1z/<=U{Ga: а^А (y')}=Gy<=Vy. Легко 
видеть, что G„,nGS2=A при ур^у?. и что система {G,,} покрывает f~'M. 
Ввиду замкнутости отображения f множества Gy*=Y\f(Y\Gy) дизъ­
юнктны, открыты в У и M(]Gy*=y. Это означает, что fee (У) =с (У).

б) Для доказательства неравенства hic(Y)^c(Y) =hc(Y) понадобятся 
следующие результаты.

Р2 (5). Пусть у — открытое покрытие пространства X.
Тогда существуют и FczX такие, что |

uX=FUU{7: Vef}.
РЗ (e). Если К —линейно упорядоченное пространство, то hic(K)^

Будем использовать очевидный факт, что при непрерывных отображе- 
ниях индекс компактности образа не превосходит индекса компактности 
прообраза. Пользуясь Р2 и уже доказанным п.а), выделяем из данной 
системы у открытых в У множеств подсистему у' и множество Е, лежащее 
в и{У: Уеу}, такие, что s(F)^c(Y), |'у'|<с(У) и 11{У: Уеу} =
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=FUll{7: V’ey'}. Пусть M плотно в F и |М| =s(F). Пусть Мо — взаимно 
однозначный прообраз М и F0=[M0], Ввиду замкнутости / имеем fF0=>F. 
значит, существует такое, что f$=F. По РЗ, ic(/'’)<tc((])):Cic(/'’o)<
^s(F0)<c(y), следовательно, существует 7',(=7 такая, что |7"|^с(У) 
и ц" покрывает F. Тогда у"U7'--искомая подсистема системы 7.

в) Докажем большее, а именно, для каждого F, замкнутого в У, вы­
полнено 1р(Е, У)^с(У), что эквивалентно следующему: для каждого U, 
открытого в У, найдется семейство £ замкнутых подмножеств У, лежащих 
в U, такое, что |£|<с(У) и ?7=U{E: Feg}. Но последнее утверждение 
легко выводится из б) и нормальности У.

г) Теперь используем теорему 1 и найдем о.у.п. X, которое замкнуто 
и легко отображается на У. По теореме 2, имеем х(Х)<4>(У)^с(У), зна­
чит, и ^(Х)^с(У). Поскольку при замкнутых отображениях теснота не 
увеличивается, то и t(Y) (X) *Zc (Y).

д) Если с(У)^Х0, то из предыдущего следует, что У — совершенно 
нормальное наследственно финально-компактное пространство и сущест­
вует о.у.п. X с 1-й аксиомой счетпостп, замкнуто и легко отображающееся 
па У. Тогда ((*), стр. 96—97, з. 316, 311) У есть пространство Фреше — 
Урысона.

Определение 4. Уг-пространство X будем называть сильно- 
счетно-компактным, если [Л/] — бикомпакт для любого счетного 
ЖсХ.

Пр едложение 4. а) Всякое сильно счетно-компактное простран­
ство счетно-компактно-, б) счетно-компактное о.у.п. является сильно счет­
но-компактным пространством-, в) класс сильно счетно-компактных про­
странств замкнут относительно операций произведения, Y-произведения, 
непрерывного отображения в классе Тг-пространств, перехода к прообра­
зу при совершенном отображении-, г) если Т.-пространство имеет счетную 
тесноту и является образом сильно счетно-компактного пространства при 
'отображении f, то f замкнуто-, д) если X — подпространство Т2-экстре- 
малъно несвязного пространства и сильно счетно-компактно, то замыка­
ние в X любого дискретного счетного подмножества гомеоморфно (ЗУ.

Пространство рУ\{;г}, где счетно-компактно, но не сильно
счетно-компактно. Подпространство трансфинитов <ы2, содержащее все 
трансфиниты не более чем счетного характера и со2, дает пример сильно 
счетно-компактного о.у.п. не /с-пространства.

Через aNt будем обозначать одноточечную компактификацию дискрет­
ного пространства мощности К,, через aN — простейший счетный биком­
пакт. Легко видеть, что aN,XaN имеет счетную тесноту, но не наследст­
венно нормально. Применяя п.г) предложения 4 и очевидный факт, 
что наследственная нормальность сохраняется при замкнутых отображе­
ниях, можно доказать следующее утверждение.

Лемма 1. Если пространство X содержит замкнутое подмножество, 
которое можно отобразить на aNtXaN, то X не может быть образом ни­
какого наследственно нормального сильно счетно-компактного простран­
ства.

Легко видеть, что $N не наследственно нормально и что S-произведе- 
ние несчетного числа изолированных двоеточий содержит aNlXaN. По 
одному из результатов Ефимова (7), любой неметризуемый диадический 
бикомпакт содержит замкнутое подмножество, которое отображается на 
Ох‘. Отсюда и из леммы 1 получаем

П р е д л ожение 5. Пусть X есть образ наследственно нормального 
сильно счетно-компактного пространства.

Тогда- а) если X — диадический бикомпакт, то он метризуем-, б) если 
X является произведением или Y-произведением некоторого числа Т,-про­
странств, то все они, кроме счетного числа, одноточечны-, в) если X есть 
подпространство Т^экстремально несвязного пространства, то X конечно.

Лемма 2. Пусть X, У — бесконечные Т ..-пространства, К — наследст- 
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венно нормальное сильно счетно-компактное пространство. Если XXY 
является образом К, то отображение f: K-+XXY замкнуто, XXY наслед­
ственно нормально, X и Y — совершенно нормальные бикомпакты.

Доказательство. Ввиду и. в) предложения 4, X и Y сильно счет­
но-компактны, а по лемме 1 должны наследственно удовлетворять усло­
вию Суслина. Применяя Р2 Шапировского, получаем, что X и Y финаль­
но-компактны, значит, бикомпакты счетной тесноты (см. (8)). Тогда, по 
теореме Малыхина из (9), XXY тоже имеет счетную тесноту. По п.г) 
предложения 4, отображение / замкнуто, следовательно, XX Y наследст­
венно нормально. Тогда ((*), стр. 159, з. 234) X и У —совершенно нор­
мальные бикомпакты.

Теорема 4. Пусть К — счетно-компактное о.у.п., X и Y — бесконеч­
ные Т2-пространства. Если XXY является образом К, то X и Y — метриче­
ские компакты.

Доказательство. По п. б) предложения 4. К сильно счетно-ком­
пактно, а по лемме 2 X и У —совершенно нормальные бикомпакты, сле­
довательно, XXY удовлетворяет 1-й аксиоме счетности. Из предложения 3 
следует, что существует F — бикомпактное подпространство К такое, что 
fF=XXY. Далее пользуемся Р1 Трейбига.

Если К — нормальное, но не счетно-компактное пространство, то его 
можно отобразить на У2, где У — неметризуемое пространство. Это У — 
либо фактор-пространство действительной прямой по разбиению 
5?={Z}U{U}: x^R\Z}, где Z — множество целых чисел, либо счетное 
плотное подпространство Iе.

Пусть У н К — подпространства соответственно пространства транс­
финитов и пространства трансфинитов «Ссщ2, состоящие: а) из всех 
непредельных трансфинитов, б) из всех трансфинитов несчетного харак­
тера. Легко видеть, что К гомеоморфно У2 и финально-компактно.

Используя методы, развитые автором в (10), и п.д) предложения 4, 
можно доказать

Предложение 6. Пусть У — подпространство Т2-зкстремалъно не­
связного пространства. Х=П{А’С1: а^А}, где Х.а — счетно-компактные о.у.п. 
Если У есть непрерывный образ X, то У конечно.

Пользуюсь возможностью, чтобы выразить благодарность проф. 
В. И. Пономареву за внимание и ценные советы.
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