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Настоящая работа посвящена решению известной задачи: является ли 
пространство замкнутых подмножеств диадического бикомпакта X 
(в топологии Виеториса; в дальнейшем обозначается exp X) диадическим 
бикомпактом. Заметим, что в силу теоремы П. С. Александрова простран­
ство замкнутых подмножеств канторова совершенного множества Пх“, 
будучи нульмерным компактом без изолированных точек, гомеоморфно 
-Dx°. Сформулированная задача приобрела особый интерес после того, как 
в С) было доказано, что expDK1 гомеоморфно Dx‘. Как будет показано 
ниже, этот результат является в некотором смысле окончательным, 
а именно: уже expDXz не является диадическим бикомпактом.

1. Лемма 1. Пусть X ~ бикомпакт, wX^r, {Ра}а<ш^ — убывающая 
система замкнутых подмножеств в X (а>{3 влечет Fa^F^.

Тогда существует 7<<в(т+): Ft,=Fi для любого
Определение 1 (2) Пусть Dr= П Da, у<=0, ПО,Л.

аеб KED

Слоем с основанием и называется подмножество H^W={{xa}^Dx- 
xa=ia} для всех а^и.

Заметим, что слой с основанием v можно определить и так: пусть 
ЗТц. ПА-ПА —■естественная проекция и S = ПА. Тогда

А(о) = лД (£). Отметим также (2), что % (H^v\ [] /4(Д- = |у|.
' ass '

Лемма 2. Непустое пересечение любого числа слоев есть слой.
Лемма 3 (2). Для всякого замкнутого существует ус0:

\v\^F, HDa), F=nv~l(n^F)).
asO

Лемма 4. Пусть бикомпакт X=lim {Ха, 8)Д: сс<р<®2}; Х=[7;’]сХ 
и

Тогда существует такой индекс а0<®2, что F=5)a~lS)aaF.
Доказательство этой леммы легко следует из (3), стр. 147, предложе­

ние 10.
Лемма 5 (*). Пусть бикомпакт X=lim {Ха, щ/': a<f)<co2}, причем 

все проекции Sap являются отображениями «на» и XT=lim {Xa, 8ap:<— 
a<p<"f} для любого предельного ,у<(й2.

Тогда expX=lim {expXa, exp ЭД: oc<p<a>2}, причем все проекции 
exp Sa” являются отображениями «на» и exp XT=lim {exp Ха, exp ©</: 

a<P<'Y} для любого предельного у<ы2 (ехраД(^) =&a(F), обозначения 
заимствованы из (*)).
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Лемма 6. Если f: X-^-Y — непрерывное отображение бикомпактов и 
{/' а} а<Т — вполне упорядоченная по включению убывающая система замк­
нутых в X множеств, то /( П Fa) = П f(Fa).

а<Т а<т
Доказательство можно найти в (3), стр. 333.
2. Лемма 7. Пусть X, Y, Z — бикомпакты; j: Y-+Z и л: Y-+X — не­

прерывные отображения «на»; wX^x.
Тогда существуют х0^Х и 7?=[77’] с=л-1 (^0) такие, что %(f(F),Z)^x. 
Доказательство. Предположим, что таких х0 и F не существует. 

Тогда построим систему замкнутых подмножеств У, удовлетворяющую 
следующим условиям:

1) если сс<^<со(т+), то F^Fa;
2) если а<|3<со(т+), то л (Т'р^л (Fa); ■
3) х(/(^а), для любого а<со(т+).
Положим F0=Y. Пусть для всех а<а0 мы построили систему {77а}а<ао, 

удовлетворяющую условиям 1)—3). Рассмотрим два случая.
1 случай. а0 — предельное трансфинитное число. Тогда положим

Fao= П Fa.
а<«о

В силу леммы 6 f(F'«,) = П f(Fa).

а<ао

так как а0<® (т+), т. е. удовлетворяет условиям 1) —3).
2 случай. а0=Р+1. Пусть x^n(Fg,). Тогда /(л-^П^) =И=/(^), так 

как в противном случае точка х? и множество л-’жрП^р удовлетворяли бы 
требованиям леммы. Следовательно, существует замкнутое множество 
Ca„<=f (F?) \/( л—такое, что %(Са„, /(АД) Ко. Следовательно, 
х(Са„, Z)^t. Положим Fa<,=F$r\f~lCao. Проверим выполнение усло­
вий 1) —3):

1) Fa„—Fg, по построению;
2) .тРел (F?) \л (Раф, следовательно л (Fa») сДл (А6) »
3) f(Fa„) =Cam так как Сао<=/(АД, следовательно %(f(Fai>), Z)^x.
Таким образом, предположив, что наша лемма не верна, мы построили 

вполне упорядоченную строго убывающую систему замкнутых в X мно­
жеств {л (7?а)}а<Ш(/), но это противоречит лемме 1, так как wX^x. Тем са­
мым лемма 7 доказана.

Лемма 8. Пусть X— бикомпакт, D={0, 1}, л: D'X.X-^X — естествен­
ная проекция. Пусть F=[F]^X и c{F)>^,!S.

Тогда с {(ехр л)(А)) > X 0.
Доказательство. Заметим, что Фе (ехр л)_1 (А) тогда и только 

тогда, когда л(Ф)=А.
Так как с(А)>Х0, то существует несчетная система {УД|<=т открытых 

в X множеств такая, что:
1) VJ\F=£<fi для любого t^T;
2) V;,n У12ПР=ф для любых 11г t2^T, t^t2.
Для любого t^T определим

РИ(=<Г{Феехр (£>ХА): Фс({0}ХХ) U ({1} X К)}П
П<Г{Ф: ФП({1}Х7()*0}-

Нетрудно видеть, что Wt — открытое в ехр (ОХА) множество. Пусть 
Xt^ViClF, тогда Ф = ( {0}XF) U ( {1} X {«/}) — замкнутое подмножество 
ЙХХ, л(Ф)=Г, ФеИ7,.. Следовательно, РУД (ехр л) (F) Фф для любого 
t^T. Покажем, что ИДЛИДД (ехр п)_1(А) =0, если tfFtz. Пусть Фе 
еИЛДИДД (ехр л)~‘(А). Так как Фе(ехр л)_1(А), то л(Ф)=А. Так как
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ФеГК(„ то существует a;f,ey(iAF: ({1}Х{х(,})еФА ({1} ХУД. Так как 
ФеИЛ2, то Ф'=({0}ХХ)и({1}ХУ2). Следовательно, ({1} X {xti}) е 
e({O}XX)U({l}Xl't,), т. е. а;(1еУА У(,Л Vt„ что противоречит условию 2. 
Таким образом, {(ехр л)-1 (F) АW(}(eT — несчетная дизъюнктная система 
непустых открытых в (ехр л)~* (F) множеств. Следовательно, 
с((ехр л)_1(Я))>Х0.

Замечание 1. Пусть /: X-+Y — непрерывное отображение биком­
пактов, F=[F]<=F, c(F)>X0. Тогда с(Ф)>Х0 для любой точки Фе 
е(ехр f)"‘(F).

Теорема, ехр DKz не является диадическим бикомпактом.
Доказательство. Пусть Х=ехрДкг. В силу леммы 5 Х= 

=lim {Ха, р$, я: т,Ха<[3<м2}, где Ха=ехр (ПОД, р^, а=ехр лД и Х?= ■<- р<а
=lim {Ха, р?, а- ®1<а<Р<у} для любого предельного у<<о2-

■4-

Предположим, что X — диадический бикомпакт. Тогда существует 
/: Dx—>~X, где От= П Оп и |0|=тЗ*Х2. Зафиксируем такую точку х„„^ Tie 6
еХш,=ехр ( П Da), которая определяется замкнутым множеством с не- 

aCtoj
счетным числом Суслина (условная запись с(я:И1)>Хо), так как 
X (жШ1, Хм.) X К!, то х (f~'pm~lxa„ ОД X X ь

В силу леммы 3 существует такое, что | щ | X X, и
=nv~lTtv,f~lpu~ixu>l, где лГ1 — естественная проекция.

Так как /: и лВ1: — непре­
рывные отображения «на» и иДлД-’/^х'хДХХ,, то в силу леммы 7 су­
ществует ^psKvj-'p^Xu, и такие, что х(/(ЯД, p^~lxai)^
XX,. Следовательно, %{f{Fl), Х)ХХ,. Тогда в силу леммы 4 существуют 
а,<ш2 и xa,^Xat такие, что paFlxai(=f{F1)'=f(Hl)<=pWt-lx^,. Следовательно, 
ai>®]. Я,=лиг‘ (£Д является слоем с основанием v{ в D\

Положим A^HtB^'par'xa,. Пусть для всех к<п построены системы 
множеств {Hh} и система порядковых чисел {aj и система точек
{хак}, которые удовлетворяют следующим условиям:

1) Hk — слой в Dx с основанием щ, у^{Нк, Dx) = |щ| XXf,
2) Хак^Хан, Рак Хак<~/(Нк)
3) Лл Я^Л/ Рак Хак1
4) Hh+i<=Ah.
Построим Нп, Ап, ап и ха„, удовлетворяющие условиям 1)—4): Л„_!= 

=Я„_1П/-1р^1 Ха . Так как х(^-» Хал.,)ХХ„ то х(^п-1, ЯЛ_1)ХХ1. 
В силу леммы 3 существует vn=>vn-i такое, что Л„_1=лЛл_1пЛлЛп-1 и |г>п|Х 

XX,. Из условий (2) и (3) следует, что /: А^-^Ра1 ха является ото- 

бражением «на», т. е./(Л„_1)=ра-1 ха ■ В силу леммы 7, существуют 

^„ел„лЛл-, и Яп'=лиг1^„=Ял такие, что %(f(Fn), р~а1 ха )ХХ. В силу 

леммы 4 существуют an<co2 и xaneXa„ такие, что Pa,Tlxan<=f(Fn)<=f(Hn).
Яп=лЛл_‘§„ — слой с основанием п„. х(Я„, Dx) = | vn | X X,. Hn<=An-i 

И Pan Xan(~f{FIn).
Положив Ап=НпГ\{~1ра„~'ха„, закончим построение и-ых членов наших 

систем. Заметим, что так как Ak+i'—Ak, то

Ра h+lxa А+, =/ (Лй+1) ст/ (ЛД —pak Ха

Так как Xp=lim {Хак, рак,ап- к>п], где f}=sup an<<o2, то существует 
-ф- п
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единственная точка х^Х^ такая, что „„ (х^ =хап и р?, ш, (я^) =хШ1. Сле­
довательно, р^~'х1,=Г\рап-'хап.- Так как pg, Ш1(ж₽) =ха„ то в силу замечания п

1 с(ж₽)>К0. В силу леммы 8 с(рР+1 f (ж₽)) >Х 8. Следовательно,

с(рр-%)>Хо- Так как Аь+Р^Нь+р^Аь^Нь, то ПЯк=ПА)!. Но в силу леммы k k
2 Н=С\Нк есть слой с основанием p=Up„. Но | v | К ь следовательно,
H~D\

Так как / (Ай) =рак~1хаы то в силу леммы 6

/( П А) = Р/(А)= nz?«7^k=?r1to)-
k к к

Но /(ПА*) =/(ППк) =f(H) — диадический бикомпакт, а с(р(Г* (жр) )> Хо. k к
Полученное противоречие доказывает теорему.

Замечание 2. При помощи рассуждений, полностью аналогичных 
приведенным выше, доказывается, что ехр 7**г не является диадическим 
бикомпактом.

Следствие 1. Если бикомпакт X отображается на 1*г, то exp X не 
является диадическим бикомпактом.

Из результатов Б. А. Ефимова и следствия 1 вытекает
Следствие 2. Пусть X — диадический бикомпакт, wX^K2. 
Тогда exp X не является диадическим, бикомпактом.
Из одного результата Б. Э. Шапировского (6) и следствия 1 получаем 
Следствие 3. Пусть X — бикомпакт, wX^C+.
Тогда exp X не является диадическим бикомпактом.
В (4) было показано, что пространство замкнутых подмножеств дан- 

това пространства является дантовым пространством. Таким образом, мы 
получаем ответ на вопрос, поставленный в (4):

Следствие 4. Существуют дантовы, но не диадические биком­
пакты.

Автор выражает признательность проф. В. И. Пономареву за постоян­
ное внимание и поддержку в работе.

Примечание при корректуре.
Автором доказана следующая
Теорема. Если exp X является образом произведения бикомпактов, 

каждый из которых имеет вес, не превосходящий т, то wX^iA.

Московский государственный университет 
им. М. В. Ломоносова

Поступило
27 I 1976
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