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Развитая в последнее время теория регуляризации позволяет строить 
методы устойчивого решения линейных некорректных задач (см., напри­
мер, (1_5)). В настоящей работе предлагается метод регуляризации 
в пространстве непрерывных функций.

1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение

Au=f, (1)

где А — линейный оператор, удовлетворяющий условиям

f^R(A) ^L2[0,1] (существование), (2а)

Кег4^{и: Ар=0}=0 (единственность), (26)

О(Л), R(A*) плотны в L2[0, 1]. (2в)

Обозначим через и(х) точное решение уравнения (1). Пусть и(х)^ 
ef[0,1] и пусть элемент / задан приближенно:

f: ИНН», 0<6^1.
Здесь и всюду ниже через || • || обозначается норма в метрике £2[0, 1]. 
Требуется построить линейный регуляризатор R0, удовлетворяющий 
условию

||Йб/б“^11с[0, ц-^0 при б->0. (3)

2. Идея метода. Зафиксируем произвольное натуральное число 
п и рассмотрим набор элементов ein(x), 0^ж^1, г=1, 2,..., п:

11—1 i
п, х^ I------ -, —

\ » п

Обозначим через uin среднее значение функции и(х) на отрезке

uin^(u, е^пУ, Z==l, 2,..., п.

Заметим, что числа uin дают приближенное представление о функции и (х) 
в равномерной метрике:

|н(^) — Uinl <co(l/n), Vx^Qin,

где со (т) — модуль непрерывности точного решения. С другой стороны, 
предполагая дополнительно, что R(A) плотно в L2[0, 1] и ^in ^R(A'), 
г=1, 2,..., п, получим:

и1п=<А-'/,е1п>=ЩА-')-е{п>^,(А-)-'е(п>.
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Введем обозначение:
tyin— (И ) ^im ^ 1, 2,. . . , ^J

тогда справедливо
^in (fi ^in^ •

Определение. Набор функций {фгп}, *=1, 2,..., п, будем назы­
вать дискретной функцией Грина (д.ф.Г.) для задачи (1). 
Из определения д.ф.Г. непосредственно следует, что задача приближен­
ного решения уравнения (1) сводится к построению д.ф.Г.

3. Общая схема метода д.ф.Г. Зафиксируем функции г (б), 
8(б), Q(6) со следующими свойствами:

1) г=г (б) — непрерывная монотонная положительная функция, 
0^б^1, удовлетворяющая условию г(б)->«> при 6-^0, причем г(б) = 
=о(1/б);

2) е=8 (б) — непрерывная монотонная положительная функция, 
0<6^ 1, удовлетворяющая условию 8 (б) ->0 при б—^0;

3) Q=Q(t) — непрерывная монотонная положительная функция, 
0<т<1, удовлетворяющая условиям Q(t)->0 при т-*0, й(1)=1.

Введем следующие обозначения:

W- U*l|)in5-einK inf M*l7-ein||+8(6), t=l, 2, ...,П,

где Wt,= {v: v^D(A'), ||p||^r(6)}, n=l,2,..., ant(l/Q’*(6)], и

^=^(6) = max {n: max (M’^-eiJI+SlIilJi/ID^Qfl/R)}.

Если указанное выше множество натуральных чисел {...} пусто, то по­
лагаем ^=l.

Определим теперь линейный регуляризатор Я5:
N 

u^R^^f,^^- (4)
i = l

Теорема. Пусть оператор А в задаче (1) удовлетворяет условиям 
(2) и пусть точное решение и(х)^С[0, 1].

Тогда для приближенного решения иъ справедливо

11^°—Мм= sup |иб(я)—н(я) |->0 при 6^0, 
' 0<х<1

причем имеет место апостериорная оценка

Доказательство. Из определения нормы в пространстве М 
следует

II&5—w||№ max { sup \иъ(х)—и(х)\}. i^i^N x^Qin

Пусть x^QiN, тогда справедлива оценка

|и6(х)—«(ж) I = I </% Лрглгв> —</, 4j5<are> I + 1 </, ф{/>—<11, «w>l +
+l<»,«iP-BWI<«hwll+hll'll4'V-eiNll+®(^-) <

/1 \ / 1 \
^ \ А^/ н135^1’''U^Q\2V/ (5)
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Так как по условию теоремы Я(Л*) плотно в Л2[0, 1], то справедливо 
N=N(&) -+°° при б->0. (6)

Сходимость метода непосредственно вытекает из оценки (5) и условия 
(6). Теорема доказана.

Замечание 1. Для получения сходимости в метрике С[0, 1] доста­
точно выполнить некоторое «сглаживание»:

Для функции vb(x) справедлива оценка:

|| г5 (ж)-л (а;) ||С[0,1]=О [И(у)+Й (у)]-

Замечание 2. Рассмотренный выше метод д.ф.Г. обладает опреде­
ленной универсальностью:

1) если u(\)ei2[0, 1], то |[и6-и||->0 при 6->0;
2) если u(^)^L2[0, 1] и непрерывна в точке жое[О, 1], то |на(х0) — 

-ufe) | -^0 при 6->0.
3) если и(х) — кусочно-непрерывная функция на [0, 1], то на каж­

дом замкнутом отрезке непрерывности имеет место равномерная сходи­
мость.

Замечание 3. Метод без существенных изменений переносится на 
случай приближенного задания оператора 4, D(4)^L2[()], где (? —огра­
ниченная область произвольной размерности.

Замечание 4. Метод можно использовать для приближенного ре­
шения интегральных уравнений и краевых задач.

Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 21 I 1976
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