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1°. Вначале рассмотрим задачу математического программирования: 
найти

min/(X), (1)Хей 

где
Q={X^En\h(X, У)<0 vy^}, (2)

со^Ер — компактное множество, функция h(X, Y) выпукла по X и непре­
рывна на ЕпХш вместе с hx {X, Y). Функция f(X) строго выпукла на Еп, 
т. е. для всех Xi и Х2 (Х^Хг) и для всех ае(0, 1) имеет место неравен­
ство

/№+ (1-а)Х2) <а/(Х) + (1-а)/(Х2). (3)
Предполагается выполненным условие Слейтера: существует такая 

точка Х^Еп, что
maxfe(X, У)=—ц<0 (4)
Уе®

и что существует точка Хей такая, что множество
7H(X) = {A7^J/(AT)^/(^^ (5)

ограничено.
Множество й в (2) может быть задано очень большим или даже бес­

конечным числом ограничений (если о — множество, содержащее беско­
нечное число точек). Ниже описан метод сведения задачи (1), (2) к по­
следовательности задач минимизации /(X) на множествах, заданных не­
большим числом ограничений.

Пусть Х^й, Введем множества
(?(Х) = {Уей)|Л(Х, У)=0}, 

Я(Х)={//(Х)}и{й/(Х, Y)\Y^Q(X)}, L(X)=coH(X), 

r+(X) = {z = - У аЛ/(Х^)1а!>о}.
Yt^Q(X)

Хорошо известно условие (см., например, (\ 2)): для того чтобы точка 
Гей была точкой минимума функции /(X) на й, необходимо и достаточ­
но, чтобы

//(Х*)^Г+(Х*). (6)
Условие (6) эквивалентно условию

OeL(r). (7)
Набор точек о={У0, У,..., KJ, У^со, назовем базисом.

Опишем вначале «принципиальный» алгоритм (по терминологии (3)). 
Выберем произвольный базис о0={Уоо, Уо4,..., УОп}, УОгесо. Пусть уже 
найден базис Оа={Уло, Yku ... ,Ykn}. Рассмотрим множество

ЙА={*^|ад У)^0 vy^} (8)
и найдем точку Х^ЙА такую, что

/(ХА) =min/(X). (9)
Хейк
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Точка X удовлетворяет условию, аналогичному (6) (или, что то же, (7)), 
т. е.

О^Х, (Ю)
где

Х=соХ, X={//(X)}U{V(X, Y)\Y^Qk}, 
Qk={Y^k\h(Xk, У)=0).

Если Х^й, то X —точка минимума f(X) на Q; в противном случае 
найдется точка УЛеЙ такая, что

Л(Х, Уй)=шахЛ(Х, У)=Х. (И)
Yew

Так как любая точка выпуклой оболочки в Е.п может быть представлена 
в виде выпуклой комбинации не более чем n+i точек, то начало координат 
в (9) может быть записано в виде выпуклой комбинации вектора fx'(Xk) 
(он обязательно входит в представление начала координат в силу условия 
Слейтера (4)) и не более чем п векторов из Я/={Л/(Х, У) |У^24- Зна­
чит, существует точка Yhik^ok такая, что начало координат в (10) может 
быть представлено в виде выпуклой комбинации векторов из X, в которой 
вектор hx (Xk, Y^^) не участвует. Строим теперь новый базис

Щ+1=Щ+1, О, Х+1, !,•••? Х+1, п}, 

где

Далее продолжаем аналогично. В результате получим последователь­
ность базисов {nJ и последовательность точек {X}. Если эти последова­
тельности состоят из конечного числа точек, то последняя полученная точ­
ка последовательности {X} является точкой минимума f(X) на Q; в про­
тивном случае справедлива

Теорема 1. Последовательность {X} сходится к точке. минимума 
функции f^X) на множестве Q.

Замечание 1. Предположение о строгой выпуклости функции f(X) 
существенно. Алгоритм можно применять и для выпуклых функций, но 
тогда возможно зацикливание, с которым необходимо бороться так же, 
как в линейном программировании борются с вырожденностью.

2°. Практическое применение изложенного выше метода затруднено 
тем, что необходимо точно решать задачи (9) и (И). Предположим теперь, 
что вместо условия (3) выполнено более сильное условие: функция / дваж­
ды непрерывно дифференцируема, причем

(f^(X)Z, Z)^m\\Z\\2 VX Z^En,

где m>0. Кроме того, существует К<<х> такое, что

||V(X Y)W^K УХ^Еп, Y^.

Ограниченность множества М(Х) (см. (5)) можно теперь не требовать. 
Пусть 8>0 фиксировано и последовательность {pj такова, что рь>0, р^О, 

ОО
Ерл<°°, ро<ц. В качестве начального выберем произвольный базис о0.

Пусть уже найден базис щ={Х0,..., Yhn}. Снова рассмотрим множество 
£4 (см. (8)). В конечное число шагов (см., например, (2)) можно найти 
точку Х^^л такую, что

^=min ||//(X)-ZIMI//(Xh)^ (12)
ИеГ* Re

а^'(Хк, Yt) la4>oj , ^{^^l-^W, Г)<0}.

Yi^Qfte
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Точка Xk является (рА, е) -стационарной (см. (2), гл. 5) точкой функции 
/(X) на множестве Qa. Так как любая точка конуса ГАе+ может быть пред­
ставлена в виде неотрицательной комбинации не более чем п векторов, то 
существует такая точка Ykik^Gk и такое представление точки Zh (см. (12)), 
в котором вектор hx (Xkl Ykik) не участвует.

Если Zfe=0 (см. (11)), то Xk— (рл, е)-стационарная точка функции f(X) 
на множестве Q; тогда полагаем Ол+1=Оа и продолжаем процесс. Если же 
Ха>0, то найдем такую точку У/е®, что h(Xk, Yh)>^Kk (где ^(0,1) 
фиксировано) и положим щ+1={УА+110, Yk+i, ь ..., Уа+i, J, где

v (Yki, i^ik.

Далее продолжаем аналогично. В результате получим последователь­
ность точек {Хй}.

Теорема 2. Всякая предельная точка последовательности {ХА} яв­
ляется s-стационарной точкой f(X) на Q, т. е. если Xks-+X*, то 0^Ь8(Х*), 
где

L4X*)=coHe(X*), F8(X*)={//(X*)}U{V(X*, У)|У^е(Х*)}, 
2е(Х*)={Уе(о|-8^Л(Х*, У)^0}.

Замечание 2. Если одновременно менять и 8, устремляя его к нулю, 
то последовательность {XJ будет стремиться к точке минимума функции 
/(X) на Q.

3°. Изложенное выше может быть применено для минимизации функ­
ции

ф(Х)=шах/(Х, У) 
, Y&G

на множестве
й={Хе£'п|Л(Х, Z)<0 VZeo},

где функция /(X, У) строго выпукла по X, дифференцируема по X и не­
прерывна по У. Множество Q удовлетворяет тем же условиям, что и в п. 1°.

Опишем принципиальную схему алгоритма. Выберем в качестве на­
чального произвольный базис (Jo^Oo'Uoo", где

Оо = {У 00» • • • » У Oso} » У Oi^G, По == {Zoo, • • • » ^Oto} » Z’oj^tt), 
причем So^O, 50+^0=п+1 (таким образом, базис о0 состоит из n+З точек). 
Пусть уже построен базис aA^a/Uo/', где

Оа ={Уао» • • • , Уаз^} » Yki^G, (5k {Zao» • • • » Za/^}, Zkj^d)^

причем $а>0, $а+£а=п+1 (множество Оа" может оказаться и пустым). По­
ложим

ФА=тах/(Х, У), Йа={Х^п|/ЦХ, Z)^0 ^Z^'}

и найдем точку Xa^Qa такую, что Фа(Ха) = шшфа(Х). В точке Хй выполне- 

но условие
OsLa, (13)

где
Lk-coHk, Hk=Hk'UHk", Hk'={fx\Xh,Y)\Y^Rk}, 

Hk"={hx'(Xk, Z)|Z^a}, Да={У^Оа'|/(Ха, У)=Фа(Ха)},
Qk={Z^Ok"\h(Xkl Z)=0}.

Существует представление начала координат в (13), содержащее не 
более п+1 вектора из Hk; при этом в такое представление входит хотя 
бы один вектор из В/ (это следует из условия Слейтера (4)). Таким об­
разом, в базисе ой есть по крайней мере две точки Vai, Va2, которым со­
ответствуют точки из Да, не входящие в представление начала коорди-
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нат в (13). Теперь найдем точки Yh ^G и Z/eQ такие, что
ДХА) Г/)=<р(ХА); (14)

h(Xk, Zk') =maxh(Xk, Z) =Xk, (15)
Ze©

и построим базис щ+1, в котором точки Vki и ГА2 заменены точками У/ и 
Z/. Если фОД=(р4Ха), то точку Vh не меняем, а если ^=0, то не ме­
няем точку Vk2\ если же одновременно ф(Хй)=(рД4) и ^=0, то точка 
Xh — точка минимума функции ф (X) на множестве Q. Если последова­
тельность {XJ содержит бесконечное число точек, то справедлива

Теорема 3. Последовательность точек {Xk} сходится к точке мини­
мума функции ф(Х) на множестве й.

Замечание 3. Как и в п. 2°, можно разработать метод, в котором 
задачи (14) и (15) решаются приближенно.

Замечание 4. Ряд методов линейного и выпуклого программирова­
ния основан на последовательном уточнении базиса, состоящего из п 
точек (для задачи п. 1°) или из п+1 точек (для задачи п. 3°) (см., напри­
мер, (4, 5)). Аналогичная идея в задаче чебышевской аппроксимации про­
ведена в методе Ремеза (6). Изложенные выше методы тоже по существу 
заключаются в поиске экстремального базиса, но делается это с помощью 
избыточных точек (одной в методах н.п. 1° и 2е и двух в методе п. 3°).

Замечание 5. Изложенный метод может быть применен для мини­
мизации произвольной выпуклой функции f(X) на произвольном выпук­
лом множестве ^^S^En, где S — ограниченное множество. Поскольку

/(Х)=шах[(А(У), Х-У)+/(У)], (16)
Y^S

где А (У) — какой-нибудь субградиент функции / в точке У, а
Q={X|(B(Z), X-Z)>0 VZeT4, (17)

где 5(Z)^T+(Z), ||S(Z)||=1, r+(Z)—конус, сопряженный конусу воз­
можных направлений множества й в точке Z, Го — множество граничных 
точек множества й, то мы получили задачу минимизации функции мак­
симума на множестве, заданном линейными неравенствами. Метод п. 3° 
в данном случае приведет к последовательности задач линейного програм­
мирования небольшой размерности. Так как функции в правой части (16) 
не являются строго выпуклыми, то, как отмечено выше, возможно заеда­
ние, с которым можно бороться, например так: если сходимость замедли­
лась, надо сделать несколько шагов (любым методом) для решения задачи

min max [ (А (У), X-Y) +/(У) +е (Х-У)2],
XeQft Теск

где 8>0 — достаточно малое число. Здесь минимизируемая функция строго 
выпукла.

Представление (16) и (17) было использовано в методе Келли (7), 
где с каждым шагом количество линейных функций и ограничений увели­
чивалось.
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