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ВОЛНОВЫЕ ФРОНТЫ РЕШЕНИЙ НЕКОТОРЫХ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 20 II 1976)

В работе С) изучались WF (волновые фронты) решений некоторых 
гиперболических псевдодифференциальных уравнений с характеристика­
ми переменной кратности. При этом предполагалось выполнение двух 
условий на младшие члены, обеспечивающих корректность задачи Коши; 
эти условия называются обобщенными условиями Е. Е. Леви. Здесь мы 
уделим главное внимание случаю невыполнения условий Леви; условия на 
главные символы при этом сильнее, чем в (*).

1. Обозначения:

х^ (х0, х') = (^о, . . ., ^) еЯЖХХ^В*1,

|= (^о, V) =(^о, . . ., &) — двойственные переменные,

<х, ^>=^о+ •.. +^£ь

Т*Х, Т*Х' — кокасательные расслоения,

ГХ\0={(^, ^)^ГХ, ^0}, ГХ={(*, ^^ГХ. V^O}.

Если z=(x, §), z=($, g), то o(z, z) =<х, & — (х, ^>.
Через Lm(X'), Lm(X) обозначим пространства классических псевдо­

дифференциальных операторов порядка m с компактными носителями, 
L™\X)=C°°(R, Lm(X')).

Пусть и^^^Х), тогда WF(&) называется следующее подмножество 
FX\0: z^WF(u), если существует a^L°(X), ao(z)^O, аи^С°° (X). Если 
Г —оператор с ядром К(х, у)^ЗУ (XXX), то (2“4)

WF(7) = {(^ В, У, л)^Г(ХХХ), (*, В, У, -n)^WF(X)}.
2. Будем изучать оператор P=—D2+Q, где Q^L2' (X), причем
(Н) Q2(x, Г)>0.
Введем множества

СЬагР={(;гЛ)еГХ, Р2(х, £)=0},

2=Ж g) eChar Р, \Р2(х, g)=0} = {(*, Ы^Т'Х, ^=Q2^ Г)=0}, 

где V/=grad5, _Д.
В точках S введем фундаментальную матрицу (5)

\ ^ 2,ах 2,xV

и субглавный символ

Р/ (х, I) =Р. (X, Ю + у£ Р2^. .
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Предположим, что выполнены следующие условия: 

2=RXS'={(^ g), ^oeR, (х', V)^'}, (1)

где Т*Х'=Х£' — бесконечно гладкое многообразие.

c-'d^ (z', Г) ^Qz (Я, Г) IГI ~2^cd^ (z', Г), (2)

где dz(x\ V) — расстояние от (я/, VIVI”1) Д° 2/.
Можно показать, что если выполнены (Н), (1), то бихарактеристики 

Р, лежащие в CharP\2, не имеют предельных точек из 2. Поэтому нас 
должны интересовать WF решений лишь в пересечении с 2.

Можно показать, что Ker F2DImP={0} в точках 2.
Пусть л (я, V и /—л(х, V — проекторы соответственно на KerP2(rr, V 

и 1шР2(я, V-
3. Сформулируем два утверждения, которые были сформулированы в 

С) при значительно более общих предположениях.
Теорема 1. Пусть выполнены условия (Н), (1), (2) и условия на 

младшие члены.
(LI) 1шР/=0 на 2;
(L2) Re Р/>—1/2^<оа>0 на 2,

А
где + (dhi — собственные числа F, сщ>0.

Пусть ф(я, ^^С°° (Т"Х) — вещественная положительно однородная 
степени 0 по функция. Предположим, что*.

TxoU, Ю^, а(РлУф, лУф)ф, ^<0
(3) 

при (х, V^, х0^[Т-, Т+], ф(ж, |)=0;

ф(я, £)>0 при |^'|>P, х0^[Т~,Т+]. (4)

Тогда, если и^ЯУ(Х),

WF(u)n2A{ф(а:, V <0} А {^0==Р-W, 

WF(Pu)A2A{ф(^, V<O}A{7\^o^+Wr 
то

WF(u) П2П {фф V <0} А {Т_^х^Т+} =0.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (Н) —(L2). Предположим, что 
в каждой точке (х, V^S

dim (FnL) (х, V =1,

где Цх, ^) = {^R2^2, o(V (0, V)=0}.
Пусть у (z) — бихарактеристика Р, проходящая через z=(x,D, если 

z^CharP\2, и у(z) — бихарактеристика Do, проходящая через z, если 
z^2;

y±(z) = {(^, ^)=z^(zY ±Хо^±Хо}.

Тогда*.
(i) Если T*X^W — открытое коническое по £ ограниченное по х мно­

жество, то существуют Е± — правые параметриксы Р в W такие, что

WF (PE±-I) A WXVX=0, (5)

WF(E±)cdiag (^XX^X)U{(z, z) e=Char PXChar Р, ze^z)}, (6)
где diag#X#={(z,z), z^M}^MXM.

(ii) WF(u)A2 инвариантен относительно переноса вдоль не пересе­
кающихся с WF (Ри) отрезков бихарактеристик D^.
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(iii) . Если S=>y — бихарактеристика Do, то существует и^0'(Х) такая, 
что

Ри^С-^Х), WF(u)=yc,

где Мс={(х,к%), (х^)^М, X^R, Х>0}.
4. Изложим результаты, относящиеся к случаю, когда в каждой точке 

2 условие (L1) заменено на противоположное. Наложим дополнительные 
ограничения на Р2:

rank (Гл) (я, 1~) =r+l=const на S; (7)

(О, ^1шГ(я, |) при (х, g)^2. (8)

Теорема 3. Пусть выполнены условия (Н), (1), (2), (7), (8) и усло­
вие на младшие члены

(L1)' |1тР/|>0 на S.
Пусть ф(я, ^)^С°° (Т*Х) положительно однородна степени 0 по % и 

удовлетворяет (3), (4).
Тогда имеет место утверждение теоремы 1.
Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3, dim2^2/ и г=0.
Тогда имеют место утверждения (ii), (iii) теоремы 2.
Замечание. В этом случае автору ничего не известно относитель­

но существования параметриксов с направленным распространением WF.
Замечание. Если dimS=2Z+1 и выполнены условия теоремы 3, 

то Р микролокально гипоэллиптичен (6).
5. Если мы захотим сохранить условие (L1), но ослабить условие 

(Ь2), то, как показывает приводимый ниже пример, нам надо положить 
дополнительные ограничения на Р2.

Теорема 5. Пусть выполнены условия (Н), (1), (2), (7), (8), г=0, 
dim S=2p+K2Z и условия на младшие члены (L1), а также

(L2)' (ReP/+^шД%+‘/2)) (MR0,

h=l

каковы бы ни были (х, £)^5; а=(а4,..., аР) — набор целых неотрицатель­
ных чисел.

Тогда имеют место утверждения теоремы 2.
Замечание. Из (Н), (1), (2), (7), г=0 вытекает (8) и что dimS — 

нечетное число.
Замечание. Если p=Z, выполнены (Н), (1), (2), (Ы)иР/(^ ^<0» 

то Р микролокально гипоэллиптичен (6).
6. Пример. Пусть

P^-Df + У а/(А2+^%(О) ) + £ Df+kDt, 
j=i 3=p+i

где а/>0, ^>0, р>0, p+q<l,
i

K(D)= A2,fceR.
j=p+q+l

Очевидно,, что (Н), (1), (2), (7), (8), (L1) выполнены, —

S={^= • • • =^=^о= . .. =W=0, Ш)>0}.
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Пусть Si — множество точек из 2, в которых не выполнено (L2); тогда 

где

j=l

Введем Ш?! — множество содержащихся в Si прямых вида
У={(Ж, g), £=g, ^=^'+^о},

где {|, я', у} =const, F= (0,..., О, vP+l,..., vP+q, 0,..., 0).
Теорема 6. Пусть Р — описанный выше оператор.
Тогда, если |А|>1, то для любой 7^ существует и^ЗУ(Х), Ри^ 

^С°°(Х), WF(^)=yc.
Поступило
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