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Задача о свободных колебаниях упругого однородного изотропного ци­
линдра конечной длины формулируется так: для точек внутри цилиндра 
нужно найти решение уравнения

а+2ц) • V • (V • U) -ц • VX (VXU) WpU^O, (1}

удовлетворяющее на граничной поверхности условиям

Trr=Trz=TrQ=0 при r=R, (2>

Tzz=Trz=TzQ=0 при z=±H, (3)

где u (г, Z)=U(r)eiwi — вектор смещения частиц среды в цилиндре; Tik — 
компоненты тензора напряжений в цилиндрических координатах; X, ц — 
упругие постоянные Ламе; р — плотность среды; И — радиус цилиндра, 
Я — половина его длины. Те значения параметра о)=сщ, при которых по­
ставленная задача имеет нетривиальное решение, являются собственны­
ми частотами, а соответствующие значения вектора U(ft) (г) — собственны­
ми функциями свободных колебаний цилиндра.

Если выполняется только одно из граничных условий: или (2),или (3), 
то полученные решения представляют нормальные волны с непрерывным 
частотным спектром, распространяющиеся соответственно в бесконечном 
цилиндре или безграничной пластине со свободной от напряжений поверх­
ностью. Функции {Un(r)}, описывающие эти волны, образуют бесконечно­
мерную и в общем случае линейно независимую систему. В предположе­
нии полноты этой системы можно искать решение задачи о свободных 
колебаниях цилиндра конечной длины в виде разложения в ряд по этим 
функциям:

со

и(г) = £лип(г), (4)
77=1

где коэффициенты {Ап} выбираются таким образом, чтобы удовлетворить 
граничным условиям на дополнительных поверхностях.

В дальнейшем будем использовать систему функций, точно удовлетво­
ряющих уравнению (1) и граничным условиям (3), т. е. соответствующих 
нормальным волнам в безграничной пластине. В этом случае дополнитель* 
ной поверхностью является боковая поверхность цилиндра. Рассмотрим 
граничные условия (2) на этой поверхности.

Сила F(r), действующая на единичную площадку, перпендикулярную 
радиусу цилиндра, с учетом (4) может быть представлена в виде

ОО

F(r) = ^^„Fn(r), (5>
71=1

334



где Fn(r) —сила, соответствующая смещению Un(r). Компонентами век­
тора Fn(r) являются Trm, Trzn, TrQn. Граничные условия (2) можно теперь 
представить в виде

F(r)=0 при r^R. (6)

Подставив выражение (5) в уравнение (6), найдем, что при о=(щ си­
стема векторов {Fn} является линейно зависимой на боковой поверхности 
цилиндра. Необходимым и достаточным условием линейной зависимости 
является равенство нулю определителя Грама системы векторов {Fn} (4):

Г (F1? F2,..., Fn,.

Fn F12 ... Fik ...

Fni Fn2 • • • F^ ... (7)

+ H 2Л

Здесь Fnk= $ ^ Fn-Fk dQ dz. Решение уравнения Г(РЪ F2,..., Fn, ...)=0 -H и
при r=R относительно параметра о определяет полный спектр {он}, к= 
= 1, 2,..., собственных частот свободных колебаний цилиндра конечной 
длины. Вычисление коэффициентов {Лп} сводится, таким образом, к ре­
шению бесконечной системы однородных уравнений, определителем ко­
торой является определитель Грама (7). Собственные функции задачи о 
свободных колебаниях цилиндра конечной длины записываются в виде 
рядов:

U<‘>(r) = £Z’u„(r,Wi), &=1,2,... (8)

В численных расчетах приходится ограничиваться конечным числом 
членов в рядах (4), (5). Пусть это число равно У. Можно показать, что 
имеет место соотношение

+н 2Л ^ N

= ШМ(£^*)
-Н 0 п=1 А=1

dd dz=\AN\2
r(Ft,F2,...,F^
r(F1,F2,...,Fw_1) •

Величина IN с точностью до постоянного множителя определяет средний 
квадрат модуля силы F{N}(r\ вычисленной через N первых векторов 
{Un(r)}, и при r=R является функцией только параметра со. Локальные 
минимумы функции IN(to) соответствуют минимумам модуля силы F(2V) 
при r=R. Поэтому можно считать, что минимумам Аг (со) отвечают при­
ближенные значения собственных частот. Увеличение числа членов позво­
ляет вычислять собственные частоты с любой степенью точности.

С целью проверки изложенного метода решения задачи о свободных 
колебаниях цилиндра конечной длины был проведен расчет частного слу­
чая осесимметричных изгибных колебаний круглых дисков для ^=1, 2. 
Тогда компоненты векторов {Un}, нормированные на Н, и компоненты 
векторов {Fn}, нормированные на ц, имеют вид

* Вп^а/ sin6n . \
Um^—Ji ЩпГ) I ап sin 8nz + — -------- ——sin pnz ,

\ 2an sin pn /

7 / \ л Pn2-an2 sin 6n \
Uzn—/о \ОСпГ) I On COS unZ • о cos Pn^ ) >

\ 2pn sin pn /

Trm= | (26n2—Q^ManH + ^^-Ji (a„r) | sin 6nz+
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+ (^!-ал2)|-Л(алг) + —^(a^l^^-sin $nz, (10) 
I anr ) sin pn

Trzn——2an8nJi (a„r) (cos 6„z _ cos £n cos , 
\ cos p„ /

Uen=0, Тгвп~0, 72=1^ 2.
Здесь J0(anr), Л(апг) — функции Бесселя нулевого и первого порядка: 
й=соЯ/ (ц/р)72 — безразмерная частота; an, Pm бп — безразмерные волно-

Рис. 1. Зависимость собственных частот изгибных колебаний 
круглых дисков от отношения R/H для первых шести резо­
нансных частот; сплошные кривые — точная теория, штрихо­

вые - классическая теория

Рис. 2. Распределение смешения Uz в средней плоскости дис­
ка в зависимости от радиуса г для 1-й и 2-й мод колебаний 
при Я/Я=30; сплошные кривые - точная теория, штрихо­

вые — классическая теория

вые числа, связанные с й соотношениями ап2+рп2=Й2, an2+6n2= 
=Й2(1—2v)/(2—2v) (v — коэффициент Пуассона) и удовлетворяющие 
дисперсионному уравнению Рэлея — Лэмба для изгибных волн в безгра­
ничной пластине (2):

tg 6/tg р=4а2рб/(р2—а2)2. (11)

Текущие координаты г и 2 нормированы на Н.
В расчетах были использованы действительный и мнимый корни урав­

нения (11), вычисленные в работе (3). Такое представление имеет ана-
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логию в классическом решении задачи об изгибных колебаниях тонких 
круглых пластин (4). Результаты численных расчетов при ^=2 приво­
дятся на рис. 1, 2 (v=0,3).

На низких частотах (Q^0,6) классическая теория дает заниженные 
значения собственных частот, тогда как распределение смещения Uzn оп­
ределяется довольно точно. Последнее обстоятельство приводит к равен­
ству волновых чисел, определяемых по точной и классической теории. 
Различия в собственных частотах, определяемых по этим теориям, свя­
заны с несовпадением дисперсионных кривых (см. рис. 3). На очень низ­
ких частотах (й<0,04) дисперсионные кривые близки друг к другу, и при 
вычислении первой собственной частоты по классической теории ошибка 
не превосходит 5%. Однако( 
повышением частоты эта
ошибка возрастает, достигая 
максимального значения при 
й=0,4. Пересечение диспер­
сионных кривых при й~0,6 
означает, что пластина с соб­
ственными частотами, близ­
кими к Q~0,6, с хорошей 
точностью подчиняется клас­
сической теории. Более вы­
сокие частоты лежат ниже 
значений, вычисляемых по 
классической теории.

Для оценки степени удов­

ш

Рис. 3. Зависимость действительных волновых 
чисел от частоты для изгибных волн в пластине;

1 - точная теория, 2 — классическая теория

летворения нулевых гранич­
ных условий по напряжению 
на боковой поверхности вы­
числялось отношение найден­
ных по точной теории компонент тензора напряжений Ттг и Trz при r=R 
к максимальному значению этих величин внутри диска. Эти отношения 
при Й<0,2 не превышали 0,01% для Trz и 2% для Тгг- Следует, однако, 
иметь в виду, что при расчетах более высоких собственных частот по 
точной теории возникает необходимость использовать большее число 
членов в рядах (4), (5), т. е. учесть другие корни дисперсионного урав­
нения (И).

В заключение авторы благодарят С. Н. Ржевкина за внимание, прояв­
ленное к этой работе.
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