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1. Последние годы в теории линейных операторов наблюдается тенден* 
ция к изучению задач на собственные значения с многими параметрами. 
Это отчасти стимулируется некоторыми вопросами математической физи­
ки, которые приводят к рассмотрению спектральных задач для совмест­
ных операторов, зависящих от нескольких параметров (см., например. 
(\ 2)). При этом более важным и естественным является случай совпаде­
ния числа уравнений и параметров.

Рассмотрим оператор-функции вида

РАК . , Ю =Aj + ккВзъ /=1, 2,..., /г;
Л=1

здесь А^ Вfr,..., Bjn — линейные операторы, определенные в банаховых 
пространствах ^j и принимающие значения в банаховых пространствах 
^/ соответственно (/=1, 2,..., /г), а М, Х2,..., К — спектральные пара­
метры. Каждое уравнение вида РДХ1, ..., ^n)xj=yj содержит все парамет­
ры Хъ Х2,..., Х„ и определено в соответствующей паре пространств 31 
^', /=1, 2,..., п.

Возникает естественное желание провести «разделение спектральных 
параметров», т. е. установить эквивалентность исходной задачи задаче 
для системы из п операторов, зависящих только от одного параметра и 
определенных в одном и том же пространстве. Для таких абстрактно за­
данных уравнений аналогичная задача в конечномерных линейных прост­
ранствах подробно исследована в серии работ Ф. В. Аткинсона (см., на­
пример, (3, 4)), а случай ограниченных самосопряженных операторов, 
действующих в сепарабельных гильбертовых пространствах, изучен в ра­
боте П. Дж. Брауна (5).

В настоящей заметке задача о «разделении спектральных параметров» 
изучается в максимально общей постановке, при этом многие результаты 
являются новыми даже в случае конечномерных пространств. Вводятся 
некоторые объекты многопараметрической спектральной теории, устанав­
ливается связь между соответствующими объектами до и после «разделе­
ния», причем для разделения привлекаются простейшие операторные 
пучки.

2. Пусть [^—>^/] — множество всех линейных ограниченных операто­
ров, определенных на ^ и принимающих значения в 3^'. Допустим, что 
31^... ^^п — алгебраическое тензорное произведение пространств 31 
7=1, 2,..., п, и а — произвольная равномерная кросс-норма (например, 
кросс-норма, порождающая проективную или индуктивную топологию). 
В дальнейшем ^1®...^^п будет означать пополнение алгебраического 
тензорного произведения по произвольной равномерной кросс-норме а 
(см. С,7))

Пусть РАК---, К) — замкнутые операторы с всюду плотными обла­
стями определения Я) (Pj) ^31 j.
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Определение 1. Точка (Ль ..., кп) называется собственным 
значением многопараметрической задачи (совместных 
оператор-функций Р^к^ • • •, ^п), 7 = 1, 2, ..., п), если существуют ненуле­
вые элементы я^кегРДМ, ..., М. Собственным элементом 
многопараметрической задачи, соответствующим 
собственному значению (Хь . . ., Хп), называется разложимый 

п
тензор х^® . ..®хп^® 3)(Pj). Множество собственных значений обозна- 

5=1
чим через оР[Р^ ..., Рп].

Определение 2. Спектром многопараметрической задачи нм - 
зывается множество

а[Л,...,Рп]=П {(%!,... М^С”: Рг^.-.Х)^/^  ̂
5=1

Определение 3. Числовой областью многопараметриче­
ской задачи назовем множество

W[P^...,PJ= п и Ж...,М^: (РХМ^^5)5=0}.
5=Г0^ е^(рр

Замечание 1. Для простоты договоримся, что когда речь идет о 
числовой области, то &r=&'=3&j — гильбертовы пространства со скаляр­
ными произведениями (•, Д5. Можно было бы ввести понятие числовой 
области для произвольных банаховых пространств, но здесь не будем де­
лать этого.

Теперь введем те операторы, которые возникнут при «разделении 
спектральных параметров». Каждому оператору Т/. Ф^Т^^^-^^' сопо­
ставим оператор

Т^Ц® ... ®Ij_l®Tj®I}+l® ...®1п

и рассмотрим операторы

Аг ® 3)(Р^® ^г*® М/, 
5=1 i=i 5=1

определенные по формулам (примем соглашение В^==А/)

Д,5=(—l)JdetS/; l^j^n, Q^k^n, k^j,

т. е. для разложимых тензоров х=хх® ... ®хп^ ® 3) (Р^

^jX= { 1)^ ^Eoj?!^!)^^. . . ®Впа(П}Хп,

где о= {о(!),..., о (п)}—множество всех перестановок из чисел О, 1,... 
..., 7—1, /+1,..., п; 8а=1 или 8а=—1 в зависимости от четности и нечет­
ности перестановки о; 1} — тождественные операторы в ^.

3. Многопараметрическая спектральная задача сводится к исследова­
нию линейных операторных пучков Д~ХД0, 7=1, 2,..., п. Дадим точные 
формулировки.

Теорема 1. Пусть (Хь ... Дп) ^оДА,..., PJ.
Тогда (Zi?..., ХД является совместным собственным значением пуч­

ков Aj—Л5Д0, отвечающих общему разложимому собственному вектору х^

^® 3) (Рз), т. е.
5=1

(Aj—ХДо)я=О, 7=1, 2,..., п.

285



Теорема 2. Пусть (Л15..., Х„) ^W[Pt,,Рп].
Тогда (М, • • •, ^п) принадлежит совместной числовой области пучков 

п —
Aj-^-Ло на разложимом отличном от нуля тензоре х^^ 3) {Р3), т. е. 

j=i

(AjX, я)=А,д(Доя, х), /=1, п.

Эти предложения полезны для нахождения необходимых условий на 
Ор[Л,Рп\ и W[Pi,..., Рп]. В их доказательстве, так же как и в до­
казательстве последующих предложении, существенно используются не­
которые свойства «точности функторов тензорного умножения на катего­
рии банаховых пространств и их линейных отображений».

При некоторых условиях имеют место и обратные предложения. Эти 
условия включают в себя условия «независимости» оператор-функций 
P^i,..., Хп), /=1, 2,..., п, что естественно для построения «правиль­
ной» многопараметрической спектральной теории.

Теорема 3. Пусть (М,..., Х„) принадлежит совместной числовой 
области пучков А—ХД0 на разложимом отличным от нуля тензоре х. До­
пустим, что (Лох, х) #=0.

Тогда ^..^^^[Р,,...^^.
Определение 4. Скажем, что выполняется условие (R) 

для многопараметрической спектральной задачи, если для всех х^ 
п

^ ® 3) (Pj) найдутся элементы х1,..., хп такие, что
j=i

А/х + / । ^’^=^’ 7=1 ? 2,..., п. 
ь=1

Условие (R) выполняется, например, в конечномерном случае. Имеет 
место также следующее предложение, которое является абстрактным ана­
логом случая дифференциальных операторов с многими спектральными 
параметрами.

Теорема 4. Пусть Вц,..., В jn — ограниченные попарно перестано­
вочные операторы, 7=1, 2,. .., п.

Тогда выполняется условие (R) для многопараметрической задачи.
Теперь можем сформулировать обратное предложение к теореме 1: 
Теорема 5. Пусть выполняется условие (R) и ker А0={0}.
Тогда каждое совместное собственное значение пучков А,—ХД0, 7 = 

=1, 2,..., п, принадлежит Qp[P^ ..., Рп]-
Замечание 2. Во всех теоремах 1—5 не предполагалось никаких 

условий типа самосопряженности. Задача об эквивалентности изучения 
a[Pi,..., Рп] и совместного спектра пучков А—ХДо, / = 1, 2,..., п, тоже 
исследована нами в общем случае. Однако она несколько громоздка и ей 
будет посвящена отдельная работа. При некоторых условиях типа ограни­
ченности и самосопряженности некоторых операторов эта задача сильно 
упрощается.

В конце отметим, что можно исследовать также следующую однород­
ную многопараметрическую спектральную задачу:

Л (^оЛ1,... Дп)—ХоЛ,-“Ь kkBjh, /—1,2,..., м.
ь=1
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Тогда спектр о [Л,..,, Рп] и связанные с ним другие характеристики сле­
дует считать подмножествами комплексного проективного пространст­
ва СР".
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