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Пусть G — конечная разрешимая группа, n — длина некоторого G-главного ряда группы F (G)/Φ(G),
а k — число центральных G-главных факторов этого ряда. В статье доказано, что тогда в G существуют

4n−3k максимальные подгруппы, пересечение которых равно Φ(G). Это утверждение уточняет результат

В.С.Монахова о том, что для любой конечной разрешимой ненильпотентной группы G ее подгруппа Фрат-

тини Φ(G) совпадает с пересечением всех максимальных подгрупп M группы G таких, что MF (G) = G.

Кроме того, в теореме 4.2 показывается, что в группе G существуют 4(n − k) максимальные подгруп-

пы, пересечение которых равно δ(G). Подгруппа δ(G) определяется как пересечение всех абнормальных

максимальных подгрупп группы G, если группа не нильпотентна, и как G, если она нильпотентна.
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S. F.Kamornikov. On a characterization of the Frattini subgroup of a finite solvable group.

Suppose that G is a finite solvable group, n is the length of a G-chief series of the group F (G)/Φ(G), and k
is the number of central G-chief factors of this series. We prove that in this case G contains 4n − 3k maximal

subgroups whose intersection is Φ(G). This result refines V. S. Monakhov’s statement that, for any finite solvable

nonnilpotent group G, its Frattini subgroup Φ(G) coincides with the intersection of all maximal subgroups M
of the group G such that MF (G) = G. In addition, it is shown in Theorem 4.2 that the group G contains

4(n− k) maximal subgroups whose intersection is δ(G). The subgroup δ(G) is defined as the intersection of all

abnormal maximal subgroups of G if G is not nilpotent and as G otherwise.
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1. Введение

Рассматриваются только конечные группы.

Как известно, подгруппа Фраттини Φ(G) группы G определяется как пересечение всех
ее максимальных подгрупп. Из основного результата работы [1] следует, что для получения
подгруппы Φ(G) разрешимой группы G можно ограничиться пересечением лишь некоторых
3n ее максимальных подгрупп, где n — число дополняемых факторов некоторого главного
ряда группы G.

Другой подход, направленный на сокращение числа максимальных подгрупп, пересечение
которых дает подгруппу Фраттини, предложен В.С.Монаховым в [2], где установлено, что
для любой разрешимой группы G ее подгруппа Фраттини Φ(G) совпадает с пересечением всех
максимальных подгрупп M из G таких, что MF (G) = G (здесь F (G) — подгруппа Фиттинга
группы G, т. е. наибольшая нормальная нильпотентная подгруппа группы G).

В данной работе отмеченные подходы определенным образом объединяются. Наша главная
цель — доказательство следующей теоремы.

Теорема 1.1. Пусть G — разрешимая группа, n — длина G-главного ряда группы

F (G)/Φ(G), а k — число центральных G-главных факторов этого ряда. Тогда в G существу-

ют 4n− 3k максимальные подгруппы, пересечение которых равно Φ(G).
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2. Основные определения и предварительные результаты

В статье используются определения и обозначения, принятые в [3].

Доказательство теоремы базируется на следующем известном результате Долфи.

Лемма 2.1 [4, теорема 1.4]. Пусть G — разрешимая группа и V — конечный точный

G-модуль. Если V вполне приводим, то существуют такие элементы v1, v2, v3 ∈ V , для

которых справедливо равенство CG(v1) ∩ CG(v2) ∩CG(v3) = 1.

Через CoreG(H) далее обозначается ядро подгруппы H в группе G, т. е. наименьшая нор-
мальная подгруппа группы G, содержащаяся в подгруппе H.

Лемма 2.2 [3, лемма А.16.3]. Пусть G = NH — полупрямое произведение нормальной

подгруппы N и подгруппы H. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если n ∈ N , то H ∩Hn = CH(n);

2) CoreG(H) = CH(N).

Напомним, что группа G называется примитивной, если она обладает такой максималь-
ной подгруппой M , что CoreG(M) = 1. В этом случае подгруппа M называется примитива-

тором группы G.

Лемма 2.3 [3, лемма А.15.4]. Если M — максимальная подгруппа группы G, то

G/CoreG(M) — примитивная группа.

Следующий фундаментальный результат о примитивных группах, принадлежащий Бэ-
ру [5, следствия 1 и 2 леммы 2], мы приведем в виде леммы.

Лемма 2.4. Пусть G — примитивная группа и M — ее примитиватор. Тогда справед-

ливо одно из следующих утверждений:

(1) группа G обладает единственной минимальной нормальной подгруппой N , подгруп-

па N является абелевой и M — дополнение к N в G;

(2) группа G обладает единственной минимальной нормальной подгруппой N , подгруп-

па N является неабелевой и M — добавление к N в G;

(3) группа G обладает двумя неабелевыми минимальными нормальными подгруппами N
и N∗ и M является дополнением в группе G к подгруппам N и N∗; CG(N) = N∗, CG(N

∗) = N
и N ≃ N∗ ≃ NN∗ ∩M ; если V — максимальная подгруппа группы G и V N = V N∗ = G, то

V ∩N = V ∩N∗ = 1.

Из леммы 2.4, в частности, следует, что разрешимая группа G примитивна тогда и толь-
ко тогда, когда она представима в виде полупрямого произведения G = NM минимальной
нормальной подгруппы N и максимальной подгруппы M , причем CG(N) = N .

Лемма 2.5. Пусть G — разрешимая примитивная группа и M — ее примитиватор.

Тогда существуют такие элементы x, y, z ∈ G, для которых справедливо равенство M ∩
Mx ∩My ∩Mz = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду леммы 2.4 группа G обладает единственной минимальной
нормальной подгруппой N , причем N — абелева p-подгруппа для некоторого простого числа p
и M — дополнение к N в G. Ясно, что N — неприводимый M -модуль над полем GF(p) из p
элементов. Так как CG(N) = N , то CM (N) = 1, т. е. N — точный M -модуль.

Ввиду леммы 2.1 существуют такие элементы n1, n2, n3 ∈ N , для которых справедливо
равенство CM (n1) ∩ CM (n2) ∩ CM (n3) = 1. Отсюда ввиду леммы 2.2 имеем равенство M ∩
Mn1 ∩Mn2 ∩Mn3 = 1. Лемма доказана.
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Лемма 2.6. Пусть G — разрешимая группа и M — ее максимальная подгруппа. Тогда

существуют такие элементы x, y, z ∈ G, для которых справедливо равенство M ∩Mx∩My∩
Mz = CoreG(M).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим группу G/CoreG(M) и ее максимальную подгруп-
пу M/CoreG(M). Ввиду леммы 2.3 группа G/CoreG(M) примитивна и M/CoreG(M) — ее
примитиватор. Тогда на основании леммы 2.5 существуют такие элементы

xCoreG(M), yCoreG(M), zCoreG(M) ∈ G/CoreG(M),

для которых справедливо равенство

(M/CoreG(M)) ∩ (M/CoreG(M))xCoreG(M)

∩ (M/CoreG(M))yCoreG(M) ∩ (M/CoreG(M))zCoreG(M)

= CoreG/CoreG(M)(M/CoreG(M)).

Так как CoreG/CoreG(M)(M/CoreG(M)) = 1, то M ∩ Mx ∩ My ∩ Mz = CoreG(M). Лемма
доказана.

3. Доказательство теоремы

Пусть G — контрпример минимального порядка, для которого теорема не выполняется.

Рассмотрим группу G/Φ(G) и ее подгруппу F (G/Φ(G)). Так как Φ(G/Φ(G)) = 1 и
F (G/Φ(G)) = F (G)/Φ(G), то длина G/Φ(G)-главного ряда группы F (G/Φ(G)) равна n и число
центральных G/Φ(G)-главных факторов этого ряда равно k. Если Φ(G) 6= 1, то |G/Φ(G)| < |G|,
а значит, ввиду выбора группы G существуют максимальные подгруппы M1/Φ(G), M2/Φ(G),
. . . , M4n−3k/Φ(G) группы G/Φ(G), пересечение которых равно 1. Отсюда следует, что M1 ∩
M2 ∩ . . . ∩M4n−3k = Φ(G). Пришли к противоречию с выбором группы G.

Следовательно, Φ(G) = 1. Тогда ввиду теоремы А.10.6 из [3] и леммы 7.9 из [6] F (G) =
N1N2 . . . Nn — произведение n дополняемых минимальных нормальных подгрупп N1, N2, . . . ,
Nn группы G. Не нарушая общности рассуждений, можно считать, что подгруппы N1, N2, . . . ,
Nk центральны в G, а подгруппы Nk+1, . . . , Nn не лежат в центре Z(G) группы G. Рассмотрим
G-главный ряд группы G:

1 = N0 ⊂ N1 ⊂ N1N2 ⊂ . . . ⊂ N1N2 . . . Nn = F (G).

Пусть Mi — максимальная подгруппа группы G, дополняющая главный фактор N1N2 . . .
Ni/N1N2 . . . Ni−1 (i = 1, 2, . . . , n). Тогда, очевидно, подгруппа

F := CoreG(M1) ∩ CoreG(M2) ∩ . . . ∩ CoreG(Mn)

изолирует каждый главный фактор N1N2 . . . Ni/N1N2 . . . Ni−1 (i = 1, 2, . . . , n). Это означает,
что F ∩ F (G) = F ∩N1N2 . . . Nn ⊆ F ∩N1N2 . . . Nn−1 ⊆ . . . ⊆ F ∩N0 = 1.

Предположим, что F 6= 1 и N — минимальная нормальная подгруппа группы G, содержа-
щаяся в F . Ввиду теоремы А.10.6 из [3] F (G) = Soc(G). Поэтому N ⊆ Soc(G) = F (G). Пришли
к противоречию с тем, что F ∩ F (G) = 1.

Таким образом, F = 1, а значит, CoreG(M1) ∩CoreG(M2) ∩ . . . ∩CoreG(Mn) = 1 = Φ(G).

Ввиду леммы 2.6 для каждого i = 1, 2, . . . , n существуют такие элементы xi, yi, zi ∈ G, для
которых справедливо равенство

Mi ∩Mxi

i ∩Myi
i ∩Mzi

i = CoreG(Mi).
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Отметим, что подгруппы M1, M2, . . . , Mk нормальны в G. Поэтому CoreG(M1) = M1,
CoreG(M2) = M2, . . . , CoreG(Mk) = Mk. Отсюда следует, что

Φ(G) = CoreG(M1) ∩ CoreG(M2) ∩ . . . ∩ CoreG(Mn)

= M1 ∩M2 ∩ . . . ∩Mk∩(Mk+1 ∩M
xk+1

k+1 ∩M
yk+1

k+1 ∩M
zk+1

k+1 ) ∩ . . .∩(Mn ∩Mxn

n ∩Myn
n ∩Mzn

n ),

т. е. подгруппа Фраттини Φ(G) представима в виде пересечения 4(n− k) + k = 4n− 3k макси-
мальных подгрупп группы G. Снова пришли к противоречию с выбором группы G. Теорема
доказана.

4. Дополнения и замечания

В ряде случаев лемма 2.1 может быть уточнена. Так, в [7] доказано, что если G — группа
нечетного порядка и V — конечный точный вполне приводимый G-модуль, то существуют
такие элементы v1, v2 ∈ V , для которых справедливо равенство CG(v1) ∩ CG(v2) = 1. Как
отмечено в [8], такое же равенство имеет место и в случае, когда G – сверхразрешимая группа,
но в общем случае это не так.

Следовательно, оценка числа максимальных подгрупп, приведенная в теореме 1.1, является
точной, но в некоторых случаях она может быть существенно улучшена. В частности, по
аналогии с теоремой 1.1 доказывается следующая

Теорема 4.1. Пусть G — группа нечетного порядка, n — длина G-главного ряда группы

F (G)/Φ(G), а k — число центральных G-главных факторов этого ряда. Тогда в G существу-

ют 3n− 2k максимальные подгруппы, пересечение которых равно Φ(G).

В [9] В. Гашюц изучил свойства подгруппы ∆(G), которая определяется как пересечение
всех абнормальных максимальных подгрупп группы G, если группа ненильпотентна, и как G,
если она нильпотентна.

В [10] В.С. Монахов показал, что для любой разрешимой ненильпотентной группы G под-
группа Гашюца ∆(G) совпадает с пересечением всех абнормальных максимальных подгрупп M

группы G таких, что MF (G) = G.
Из основного результата работы [11] следует, что для получения подгруппы ∆(G) разре-

шимой группы G можно ограничиться пересечением лишь некоторых 3n ее максимальных
подгрупп, где n — число дополняемых эксцентральных факторов некоторого главного ряда
группы G.

Объединяя подходы работ [10] и [11], по аналогии с теоремой 1.1 можно доказать следую-
щую теорему.

Теорема 4.2. Пусть G — разрешимая ненильпотентная группа, n — длина G-главного

ряда группы F (G)/Φ(G), а k — число центральных G-главных факторов этого ряда. Тогда в

G существуют 4(n − k)-максимальные подгруппы, пересечение которых равно ∆(G).

Отметим еще, что в [12] главные результаты работ [2] и [10] распространены на произволь-
ные конечные группы.
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